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STANISEAW KRAJEWSKI
CZYM JEST DOWOD MATEMATYCZNY?

Krzysztof Wajtowicz: O pojeciu dowodu w mate-
matyce. Torun, Wydawnictwo UMK, 2012, 250 s.

Kazdy, kto blizej zetknat si¢ z matematyka, zapoznat si¢ z dowodami
matematycznymi. Wiele osob przesledzito setki dowodow, a zawodowi
matematycy wymyslili wiele nowych. Jednak nie da si¢ precyzyjnie zde-
finiowac, czym jest dowod. Nawet ludzie o duzym do$wiadczeniu w do-
wodzeniu nie s3 w stanie poda¢ adekwatnej charakteryzacji. Mozna
oczywiscie wskaza¢ wiele przyktadow, ale najwyrazniej mamy do czy-
nienia z jednym z tych poj¢é¢, ktore odnosza si¢ do sytuacji, ktore po
odpowiednim treningu rozpoznajemy, gdy si¢ z nimi stykamy, ale nie
sposob w petni je scharakteryzowac.

Sa oczywiscie rézne proby opisywania dowodow. Na jednym biegu-
nie jest pojecie dowodu formalnego: jest to cigg formut okre§lonego
jezyka formalnego, ktore albo powstaja z poprzednich formul przez $ci-
sle okreslone reguty wnioskowania, albo tez sg przyjete jako aksjomaty.
Oczywiscie pojawia si¢ pytanie, na jakiej podstawie przyjmuje si¢
pewne stwierdzenia jako aksjomaty, ktore nie potrzebuja dowodu.
W historii matematyki najpierw pojawila si¢ koncepcja, ze aksjomaty sg
oczywiste, bo opisuja podstawowe cechy poje¢ znanych z zycia, a w
wieku XIX pojawila si¢ idea, ze aksjomaty mogg by¢ hipotezami,
a wreszcie, ze w zasadzie moga by¢ dowolne, o ile nie prowadza do
sprzecznosci. Nie jest to wszakze ewolucja wylacznie jednokierunkowa.
Na przyktad teoria mnogosci zaktoca obraz jednokierunkowej prze-
miany: jest w niej obecna zardwno aksjomatyka jako wyraz oczywistych
cech zbiorow, jak i rézne aksjomatyzacje, ktore moga nawet by¢ wza-
jemnie niezgodne.

Na drugim biegunie w sferze prob definiowania dowodoéw znajduje
si¢ okreSlenie w gruncie rzeczy tautologiczne: dowodem jest to, co
matematycy uznajg za dowod. Nie jest to wszelako sformutowanie
zupelnie bezsensowne: okazuje si¢, ze zakres rozumowan, ktére uznaje
si¢ za pelnoprawny dowod matematyczny ulega zmianom. Pojawiajg si¢
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nowe sposoby argumentacji, ktorych przynalezno$s¢ do szlachetnej
kategorii dowodéw matematycznych jest niepewna i podlega dyskusji.
Krzysztof Wojtowicz opublikowal cenng ksigzke na ten temat.

Ksigzka O pojeciu dowodu w matematyce jest pos§wigcona przede
wszystkim opisowi 1 dyskusji niektorych nowych, i czasem jedynie hi-
potetycznych, metod argumentacji na rzecz prawdziwo$ci stwierdzen
matematycznych. Autor porusza tez inne problemy, np. kwesti¢ relacji
miedzy dowodami formalnymi a dowodami spotykanymi w praktyce
matematycznej. Pierwszy rozdzial ksigzki zawiera uwagi historyczne,
drugi opisuje koncepcje Imre Lakatosa, trzeci — dowody komputerowe,
czwarty — obliczenia kwantowe, a pigty — tzw. hiperobliczenia.

Rozdzial pierwszy przedstaw1a narastajacg od 19. wieku swiadomos¢
napigeia migdzy treSciowym a formalnym ujeciem matematyki. W roz-
dziale drugim ukazana jest argumentacja Lakatosa, ktora zachwiala teza
o mozliwosci uzyskania niewzruszonych podstaw dla matematyki. Po-
kazal on bowiem na przyktadzie perypetii z dowodem wzoru Eulera dla
wielosciandéw, jak w zywej matematyce przeplata si¢ dowodzenie i oba-
lanie dowodow poprzez wskazywanie kontrprzyktadéw, co z kolei pro-
wadzi do wysubtelnionych dowodow. Lakatos rozwija wigc metodolo-
giczny quasi- empiryzm, wedle ktorego dowody matematyczne to spo-
soby argumentacji, ktore mogg by¢ zawodne, podobnie jak w naukach
przyrodniczych. Wojtowicz uwaza — moim zdaniem shusznie — e kon-
cepcja Lakatosa jest zbyt radykalna, bo cho¢ trafnie wydobywa wage
matematyki nieformalnej, ktora zawsze jest gleba dla teorii formalnych,
to jednak rodzi nowe problemy; dla przyktadu nie jest jasne, czy da si¢
W sposob przekonujacy wskaza¢ nieformalny falsyfikator dla ktorej§ z
uznanych waznych teorii formalnych.

Rozdziat trzeci, poswigcony dowodom komputerowym, ktdére mozna
uzna¢ za w pewnym sensie czysto formalne, stawia na poczatku kwestig
relacji migdzy dowodem realnym a jego formalizacja. Krytycznie omo-
wiona jest koncepcja Azzouniego, wedle ktorej dowod matematyczny
jest praktycznie wystarczajgcym w oczach ekspertow wskazaniem na
istnienie dowodu |dealnego czyli formalnego (algorytmicznego). Na-
stgpnie omawia zréznicowane reakcje na ,kanoniczny” przyktad do-
wodu komputerowego, a mianowicie dowod twierdzenia o czterech bar-
wach. Dzigki temu dowodowi — powtarzanemu kilka razy przy uzyciu
innych programow i oczywiscie na innych maszynach — mamy prak-
tyczng pewnos¢, ze kazda mape da si¢ pokolorowac czterema barwami
tak, by panstwa o tym samym kolorze nie miaty wspolnego odcinka gra-
nicy. Gléwna nowos¢ tej sytuacji to, wedle klasycznej analizy Ty-
moczki, nieusuwalna nieprzejrzystos¢ dowodu i jego empirycznosé,
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czyli fakt, ze Jego adekwatnos¢ musi si¢ opiera¢ na zaufaniu do progra-
mistow 1 inzynierow. Natomiast wedle Roty 1 innych, dowdd godny tego
miana musi unaoczni¢ racje, dla ktorych twierdzenie jest praWdZIWe
a nie tylko sam fakt Jego prawdziwosci. Jednak pozostaje wysoce nie-
jasne, czym jest wyjasnianie w matematyce.

Rozdzial czwarty przedstawia hipotetyczne komputery kwantowe,
ktore operuja na tzw. kubitach. Matematycznie sg to wektory w dwu-
wymiarowej zespolonej przestrzeni Hilberta. Algorytm Shora i inne al-
gorytmy kwantowe umozliwiaja szybkie rozw1qzame problemow, kto-
rych nie da si¢ najprawdopodobniej rozwigza¢ przy uzyciu algorytmow
klasycznych. Jest to na razie teoria, a praktyczne uzycie takich algoryt-
mow to wcigz tylko spekulacja. Umozliwia jednak rozwazenie hipote-
tycznego ,.kwantowego dowodu”. Bylby to odpowiednio skonstruowany
proces fizyczny, po ktorego zakonczeniu odczytanie wyniku odpowied-
niego pomiaru pozwalatoby np. na ustalenie, czy zachodzi twierdzenie,
ktérego rozstrzygniecie klasyczne wymagaioby astronomicznej liczby
krokéw. W ten sposob fizyczna natura procesu stalaby si¢ naprawde
istotna, bo 6w hipotetyczny dowod w zaden sposdb nie przypominatby
ani dowodow ludzkich, ani zwyktych dowodow komputerowych.

Pigty rozdzial zawiera rozwazania na temat innego hipotetycznego
wzmocnienia poje¢cia obliczalno$ci, ktore wykracza poza standardowe
pojecie obliczalnosci w sensie Turinga, czyli rekurencyjnosci. Chodzi o
hiperobliczenia, np. wykonanie nieskonczenie wielu krokow w skonczo-
nym czasie. Kroki musialyby wigc by¢ coraz krotsze — przypomina to
oczyw1501e starozytne aporie. Istniejg tez inne modele. Co wigcej, pro-
buje si¢ wskazywa¢ mozliwe fizyczne implementacje takich hiperobli-
czen. Wojtowicz referuje ideg tzw. relatyw15tycznej maszyny Turinga.
Wedle niedawnych prac na ten temat, moglby istnie¢, zgodnie z pra-
wami fizyki, uktad dwu komputeréw, z ktorych jeden przeprowadzaiby
zwykle obliczenia w nieskonczono$¢ i komunikowat wynik drugiemu,
ktéry by jednoczesnie zblizat si¢ do odpowiedniego typu czarnej dziury.
W chwili przekroczenia granicy dziury ten drugi wiedzialby, jaki jest
wynik wszystkich obliczen pierwszego. To dawatoby wiedz¢ matema-
tyczng jakosciowo inng niz dotychczasowa, bo pochodzaca od niezro-
zumiatej wyroczni 1 oczywiscie bez zadnych zyskow eksplanacyjnych i
bez umozliwienia nam glgbszego zrozumienia sytuacji matematyczne;j,
do ktdrej odnosi si¢ w taki sposob rozstrzygnigte twierdzenie.

F|Iozof|cznym zyskiem z hipotezy o istnieniu hiperobliczen — zau-
waza autor omawianej ksiazki — jest mozliwos¢ pofaczenia naturalizmu z
odrzuceniem komputacjonizmu, czyli pogladu, wedle ktorego umyst jest
skomplikowang maszyna hczch w sensie Turinga. Wojtowicz broni
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modeli hiperobliczen jako nie tyle do$¢ dzikich spekulacji, ale hipotez
dostatecznie osadzonych w realiach fizycznych (co oczywiscie nie ozna-
cza, ze dostepnych praktycznie). Powotuje si¢ na autoréw (Nemeti i Da-
vid), ktérzy tak twierdza, ale nie przytacza argumentow przeciw dla
przyktadu nastepujacej watpliwosci: wejscie w czarng dziur¢ datoby
moze wiedze o catym nieskonczonym obliczeniu komputera ziemskie-
go, ale — jak mi si¢ wydaje — nawet teoretycznie, nie moéwigc juz o ewen-
tualnej praktyce, nie bytoby mozliwosci przekazania jej na Ziemi¢. Inna
rzecz, ze blizsze rozwazenie tej kwestii wymagatoby wejscia w specjali-
styczne rozwazania z zakresu fizyki.

Ksigzka jest jasno i starannie napisana. Jest raczej wyjatkiem po-
tknigcie w przypisie 3 na s. 136 oraz przypisie 1 na s. 157: w obu po-
winno by¢ na koncu nie tyle ,,rozwigzanie” co ,,rozwigzanie w liczbach
catkowitych”. W ksigzce zawarte jest ponadto jedno merytoryczne prze-
oczenie. Na s. 179 autor rozwaza wyobrazenie, ze relatywistyczny kom-
puter informuje nas, iz hipoteza Goldbacha jest niezalezna od teorii
mnogosci ZFC. Jednak nie zauwaza, ze taka hipotetyczna sytuacja bylby
w gruncie rzeczy dowodem hipotezy Goldbacha. Jest tak, o ile zalo-
zymy, ze ta hipoteza jest prawdziwa lub falszywa, co wydaje si¢ bardzo
naturalne i jest powszechnie przyjmowane. Rzecz w tym, ze gdyby byla
falszywa, nie moglaby by¢ niezalezna od ZFC, albowiem istniatby kon-
kretny przyktad liczby parzystej, ktéra nie jest sumg dwu liczb pierw-
szych, a sprawdzenie tego jest catlkowicie elementarne. OczywiScie
gdyby ten kontrprzyktad byt liczba bardzo wielka, nie starczyloby nam
czasu na sprawdzenie braku odpowiednich sktadnikéw bedacych licz-
bami pierwszymi, ale od takich ograniczen praktycznych w tego typu
rozwazaniach abstrahujemy i czyni tak Wojtowicz. W kazdym razie fakt,
ze jaka$ liczba jest kontrprzyktadem na hipoteze Goldbacha, nie moze
by¢ niezalezny. (Sam Wojtowicz wspomina zreszta cos bardzo temu
bliskiego na s. 180 w przypisie 43.) Z tego wynika, ze gdyby hipoteza
Goldbacha byta niezalezna od ZFC czy jakiejkolwiek teorii zawierajacej
elementarng arytmetyke, to ipso facto bytaby prawdziwa! Wymagalaby
natomiast $rodkow dowodowych wykraczajacych poza ZFC czy inng
rozwazang teorle; Nleuwzgle;dnleme tego faktu nie narusza jednak za-
sadniczo rozwazan filozoficznych, nalezy tylko w kilku miejscach (nie
we wszystkich) podstawi¢ zamiast hipotezy Goldbacha zdanie arytme-
tyczne o bardziej skomplikowanej strukturze logicznej.

Ksiazka Wéjtowicza jest oparta na obszernej bibliografii. Autor
omawia zaréwno dowodzenie komputerowe, jak obliczenia kwantowe
1 dyskusje dotyczaca hiperobliczen, a takze problematyke wynikajaca
z przetomowej pracy Lakatosa, w sposob systematyczny, kompetentny
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i przejrzysty. Dobrze zarysowuje pole problemowe i w pewnym stopniu
je systematyzuje, co jest cenne niezaleznie od tego, ze — jak mozna zau-
wazy¢ — nie dodaje istotnych nowosci do elementow znanych z literatury
przedmiotu. Nalezy podkresli¢, ze autor rzetelnie powotuje si¢ na zrddta,
wykorzystujac najlepsze opracowania omawianych tematow, oczywiscie
prawie wylacznie angielskojezyczne. Ksigzka jest dobra popularyzaqq
roznych nowych modeli obliczen, rozwija analiz¢ ich wartos$ci 1 dostar-
cza materiatu do rozwazah kwestii filozoficznych. Nalezy do nich nie
tylko kwestia statusu dowodu, ale takze takie zagadnienia jak: czym
jest wyjasnianie w matematyce, czym jest rozumienie w matematyce,
a wreszcie problem empirycznych uwarunkowan matematyki. Oczy-
wiscie tematyka ta daleka jest od wyczerpania. Niewatpliwie Wojtowicz
ma racj¢ twierdzac, ze filozofia matematyki ma si¢ dobrze.



