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Wprowadzenie. Za posrednictwem niniejszego artykutu chcialbym po-
dzieli¢ si¢ ze srodowiskiem filozofow swoim do§wiadczeniem w filozo-
ficznie wspomaganej popularyzacji matematyki. Doswiadczenie to za-
wdzigczam intensywnemu udziatowi w projekcie dydaktycznym Archi-
pelag Matematyki, ktory byl realizowany w latach 2011-2014 w Poli-
technice Warszawskiej, a miat na celu popularyzacj¢ matematyki wsrod
uczniow szkot Srednich!.

Finalnym produktem w/w projektu jest internetowe 1 multimedialne
zarazem $rodowisko poznawania matematyki, a takze jej r6znorodnych
powigzan z innymi dziedzinami (w tym filozofig). Na srodowisko to
sktadajg si¢ elementy tak r6znorodne, jak prezentacje, animacje, filmy,
audycje radiowe, mini-gry, wywiady i czaty. Z punktu widzenia uzyt-
kownika wszystkie one tworza edukacyjna gre internetowa, ktorej
gtowny cel polega na przyswajaniu coraz wigkszej liczby matematycz-
nych wiadomosci 1 umiejetnosci (czego wymiernym wyrazem sg punkty
1 odznaczenia). W trakcie gry rywalizujg ze sobg nie tylko pojedynczy
uczniowie, ale rowniez cale szkoty. Istotnym elementem rywalizacji jest
aktywna rozbudowa §wiata gry, czyli dodawanie don wtasnych mate-
riatow.

W niniejszym artykule skupi¢ si¢ na tych aspektach Archipelagu
Matematyki, ktore majg charakter matematyczno-filozoficzny (a jest ich
sporo). Po pierwsze, omowi¢ zastosowang w projekcie ogolng metode
filozoficznego wspomagania edukacji matematycznej. Po drugie zas,
wychodzac z zatozenia, ze koncepcje ogoélne najlepiej poznaje si¢ na

I Méwigc doktadniej, projekt byl realizowany na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyj-
nych PW, a uczestniczyli w nim nie tylko pracownicy tego Wydziatu, lecz rowniez osoby i firmy
z zewnatrz (W tym nauczyciele szkolni i uczniowie). Pomystodawcg i kierownikiem catego
przedsiewzigcia byt prof. Tadeusz Rzezuchowski.
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przyktadach, przedstawi¢ konkretne, autorskie materialy z projektu?.
Przyktad pierwszy dotyczy prekursorskich pogladéw Heraklita na
zmienno$¢ — opisywang dzi§ m.in. w ramach analizy matematycznej;
przyktad drugi stuzy objasnieniu pitagorejsko-leibnizjanskiego hasta ,,ze
wszystko jest liczbg”; przyktad trzeci jest poswiecony frapujagcemu po
dzi$ dzien, a dostrzezonemu po raz pierwszy przez Alana Turinga,
zagadnieniu liczb nieobliczalnych. Mam nadziej¢, ze przedstawione
materialy okazg si¢ interesujace nie tylko jako przyktad obrazujacy idee
projektu, lecz takze jako pewna niestandardowa proba edukacji
filozoficznej.

1. ARCHIPELAG MATEMATYKI

1.1. Koncepcja wirtualnego Swiata

Przystepujac do realizacji projektu ,,Archipelag Matematyki”, po-
stawiono sobie za cel stworzenie wirtualnego Swiata o takiej samej na-
zwie jak sam projekt — §wiata, w ktorym moglaby si¢ toczy¢ multime-
dialna matematyczna gra. Wybierajac takg forme popularyzacji, posta-
nowiono wyj$¢ na przeciw upodobaniom wspotczesnej mtodziezy, ktéra
coraz czgsciej (i w sposOb coraz bardziej naturalny) komunikuje sig,
bawi, a takze uczy za posrednictwem Internetu. Komputerowy $wiat
Archipelagu istnieje wtasnie w Internecie, a jego adres to: www.
archipelagmatematyki.pl.

Ujmujac rzecz strukturalnie i ogolnie, wirtualne srodowisko Archi-
pelagu skfada si¢ z szeSciu odrebnych wysp, reprezentujacych rézne
dziaty matematyki: Wyspy Liczb, Wyspy Algebry, Wyspy Geometrii,
Wyspy Logiki z Teorig Mnogo$ci, Wyspy Analizy oraz Wyspy Mate-
matyki Dyskretnej; ponadto za§ wchodzi w jego sktad przeznaczony dla
debiutantow Atol Start. Chociaz kazda z wysp stanowi osobng kraing (i
graficznie, 1 tresciowo), to na kazdej z nich znajduja si¢ podobne miej-
sca, w kto-rych gracze zyskuja dostep do materiatow okreslonego typu.
Wymienmy dla przyktadu: w Akademii s3 dostepne rozmaite kursy
1 prezentacje, w Kinie — fabularyzowane filmy o matematyce i mate-
matykach, w Pawilonie Osobliwo$ci — animowane materialty o nie-
zwyktych faktach matematycznych (takich jak istnienie liczb nie-
obliczalnych, zob. pkt 2.3).

2 Autor artykulu byt w zespole projektu metodykiem odpowiedzialnym za opracowywanie
i recenzowanie tresci z zakresu logiki, teorii mnogosci oraz analizy matematycznej. Z racji
swojego filozoficznego wyksztalcenia wprowadzit do projektu sporo materiatéw z pogranicza
matematyki, filozofii i nauk humanistycznych.
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Podstawowym celem uczestnikéw gry (nazywanych odkrywcami
Archipelagu) jest poznawanie w/w miejsc 1 ,,wydobywanie” z nich ko-
lejnych porcji matematycznej wiedzy — co oczywiscie, pod warunkiem
zaliczenia odpowiednich testow, przektada si¢ na korzysci punktowe.
Zgodnie z regutami gry nie wszyscy jej uczestnicy majg jednaki dostep
do wszystkich miejsc oraz ich matematycznej zawartosci. O tym, co
dana osoba moze pozna¢ (przeczytac, obejrze¢, sprobowac rozwigzac
etc...) decyduje, po pierwsze, jej konto punktowe, po drugie, jej aktu-
alna ranga, a po trzecie, liczba i typ juz zaliczonych materialow. Tech-
nicznie rzecz biorac, funkCJE; ograniczonego dostgpu zrealizowano,
przypisujac kazdej jednostce tresci specyficzne warunki wejscia.

Odkrywajac kolejne wyspy 1 miejsca, zapoznajac si¢ z kolejnymi
materialami, zdobywajac kolejne punkty (efc...), gracze spotykaja na
swej drodze rozmaite postaci. Obok krain i miejsc stanowig one cha-
rakterystyczny element wirtualnego $wiata. Nalezg do nich gubernato-
rowie, ambasadorowie, profesorowie wizytujacy (jak przybywajacy z
realnego $wiata prof. Witold Marciszewski), duchy wielkich uczonych z
przesztosci (jak Heraklit czy Arystoteles), ale takze postaci catkiem
zwyczajne (jak reporterka radiowa, starszy szeregowy czy pies Pimpek).
Kazda z nich wnosi do gry swoisty koloryt. Na przyktad: Arystoteles jest
duchem do$¢ agresywnym i ztosliwym, a ponadto przewrazliwionym na
punkcie krytyki jego ,,wiekopomnych” dokonan.

Podkresli¢ trzeba, ze wirtualny $wiat Archipelagu ma charakter
otwarty. Dostatecznie zaawansowani gracze moga dodawac¢ don wiasne
tresci; a ponadto majg mozliwo$¢ oceniania i komentowania juz istnieja-
cej zawartosci. Podobnie jak w przypadku uprawnien dostgpu do goto-
wych materiatow, przywileje ich dodawania sg zdobywane stopniowo, w
trakcie coraz bard21eJ rozleglej 1 aktywnej penetracji kolejnych wysp.
Czynnikiem sprzyjajacym aktywnej rozbudowie Swiata gry sa roznego
rodzaju konkursy: na zadania, prezentacje, amatorskie filmy czy mini-
gry. Efektem jednego z nich jest obowigzujgca na Archipelagu klasyfi-
kacja graczy. Zgodnie z nig archipelagowych wedrowcow dzieli si¢ na:
debiutantow, poszukiwaczy, pionieréw, przewodnikow i1 wielkich od-
krywcow. Tym ostatnim, rzecz jasna, przyznano najwi¢cej uprawnien do
rozbudowy Archipelagu.

Omawiajac koncepcj¢ wirtualnego $wiata, nie sposdb poming¢ kwe-
stii, ktéra ma bezposredni zwiqzek z filozofig. Chodzi o zakorzeniony w
filozofii platofiskiej poglad, ze procz zwyklego swiata rzeczy dostepnych
zmystowo, istnieje (prawdziwie istnieje) idealny, ponadczasowy 1 nie-
zalezny od cztowieka §wiat matematycznych bytéw. Poznawczy do-
step do jego zawartosci miatby zapewnial czysty umyst. Koncepcja
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wirtualnego §wiata matematyki moze naprowadzi¢ umyst gracza na ten
wlasnie poglad, a ,,logika” owego naprowadzenia jest nastgpujgca: skoro
obok zwyklego swiata, w ktérym zyjemy, istnieje wytworzony przez nas
wirtualny $wiat matematycznego Archipelagu, to by¢ moze istnieje jesz-
cze $wiat trzeci, mieszczacy w sobie idealne odpowiedniki tresci za-
mieszczanych w Archipelagu. Jesli uczen uzna t¢ mysl za swoja, to by¢
moze — idac tropem tak wybitnych uczonych jak Kurt Godel czy Jan
Lukasiewicz — zyska dodatkowa, filozoficzno-§wiatopogladowa, moty-
wacje do poznawania matematyki’.

1.2. Matematyczna zawartos¢ Archipelagu

O zakresie tematycznym Archipelagu informujg dobrze nazwy ko-
lejnych wysp: Analizy, Algebry, Geometrii etc. (zob. pkt 1.1). Nie wni-
kajac w szczegdtowe sformulowania tematdéw, sprobujmy spojrze¢ na
zawarto$¢ matematyczng Archipelagu syntetycznie, ujawniajac ogélna,
metodologiczng strukture materiatow*.

Jej niewatpliwy trzon stanowig twierdzenia matematyczne, a takze
zawarte w nich pojecia 1 uzasadniajgce ich prawdziwos¢ dowody (przy
czym zgodnie z powyzszym wyrdznieniem elementem centralnym sg
twierdzenia). Jako reprezentatywny przyklad mozna wskaza¢ twierdze-
nie Cantora o zbiorze potggowym, z ktérym sg sprzezone — na zasadzie
koniecznego dopetnienia samego dowodu — wstepne kursy o podstawach
teorii mnogosci 1 liczne materialy (animacje, audycje, filmy) o pojeciu
nieskonczonosci. Dopowiedzie¢ trzeba, ze prezentacje samych dowodow
maja najczesciej charakter potformalny, na przyktad fabularyzowany.

Elementem wspomagajagcym wilasciwe rozumienie udowadnianych
twierdzen sg materiaty pogladowe, obrazujace historyczne oraz intui-
cyjne zrodla matematycznych pojec. I tutaj wlasnie, na poziomie odsta-

3 Motyw trzech $wiatdw jest obecny w $wiecie Archipelagu na atolu Start, pod postacig
kursu ,,Matematyka a $wiat realny”. Ani tu, ani tam nie sugerujemy jednak, ze istnienie ,,platon-
skiego” $wiata matematycznych bytéw jest pewne; piszemy tylko o mozliwosci przyjecia ta-
kiego przekonania — przekonania, ktére podziela wielu zawodowych matematykow (podziela w
sposob niewatpliwie korzystny dla rozwoju matematyki).

4 Zgodnie z przeznaczeniem projektu stopien trudnosci prezentowanych materiatow jest
dostosowany raczej do mozliwos$ci uczniéw szkot srednich (i to tych, ktorzy nie wykazuja wy-
bitnych zdolno$ci matematycznych). Mimo to nie wszystkie tematy znajduja swoje odzwiercie-
dlenie w programie szkolnym; przynajmniej cz¢§¢ z nich ma przygotowa¢ ucznia do rozumienia
matematyki wyzszej — wymaganej przeciez na studiach przyrodniczych czy technicznych. Stad
tez w niektorych miejscach wirtualnego $wiata pojawiajg si¢ tematy ,,mocno pozaszkolne”, na
przyktad: szeregi liczbowe, pochodne, catki, a nawet rownania rézniczkowe.
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niania zrédet, pomocna okazata si¢ filozofia. Dla przyktadu: przybliza-
jac matematyczne pojecie nieskonczonosci (obecne czy to w teorii zbio-
row, czy w analizie matematycznej) odwotano si¢ az do intuicji filozo-
fow starozytnych — przywotujac np. paradoksy Zenona z Elei, czy roz-
myslania Arystotelesa o nieskonczonosci potencjalnej 1 aktualnej. Sig-
gnieto takze do metody sokratejskiej zwanej majeutyczng. Na przyktad,
w jednym z materialéw reporterka radiowa rozmawia z rolnikiem o
zbiorach: zadajac mu odpowiednie pytania i odwotujac si¢ do prostych
codziennych intuicji, wydobywa zen ukryta wiedz¢ o rownolicznos$ci
zbiorow 1 réznych typach nieskonczonosci’.

O ile problem zrdédet poznania matematycznego stanowi wstep do
tematyki centralnej (czyli twierdzen i ich dowodéw), to kolejny element
omawianej struktury jest jej rozwinigciem. Chodzi o prezentacje zasto-
sowan matematyki (fizycznych, technicznych, biologicznych etc.),
ktore to zastosowania muszg wynika¢ z tresci odpowiednich twierdzen.
Dobry przyktad to wspotczesne rozwinigcie logiki (nawet tej najprost-
szej: zdaniowej 1 predykatowej) w kierunku informatycznych systemow
sztucznej inteligencji. Przyktad inny, tym razem z dziedziny matematyki
dyskretnej, to ro6znego rodzaju kody szyfrujace, a takze metody ich ko-
rekcji 1 ewentualnego rozszyfrowywania.

By uzyska¢ pelny obraz metodologiczne;j struktury projektu nie spo-
sob poming¢ elementu, ktory czyni z Archipelagu Matematyki gre. Cho-
dzi oczywiscie o roznego rodzaju sprawdziany (w tym: testy, zadania
matematyczne 1 mini-%ry), ktore pozwalaja graczom zdobywac punkty,
odznaczenia i nagrody”.

5 Wspomniany dialog z rolnikiem o zbiorach jest dostepny rowniez w dyskusyjnym blogu
akademickim, ktérego autor artykulu jest wspotredaktorem. Oto jego adres: http://blog.
marciszewski.eu/?p=3389.

Innego rodzaju materiaty, za posrednictwem ktorych odkrywca Archipelagu moze uzyskaé
wglad w geneze matematycznych twierdzen, to (animowane) biografie stynnych matematykow
oraz filmowe wywiady z zywymi matematykami (ktoérzy opowiadaja o swojej drodze do mate-
matyki oraz najbardziej istotnych osiggnig¢ciach).

¢ Z metodologicznego i po czeSci wewnetrznego punktu widzenia wypelniajace opisang
struktur¢ materiaty dzielity si¢ na nastgpujace kategorie: 1) sfilmowane wywiady z ludzmi nauki,
2) animowane biografie wielkich matematykéw i logikéow, 3) sfilmowane dowody matema-
tyczne, 4) multimedialne prezentacje niezwyktych faktow matematycznych, 5) prezentacje zasto-
sowan, 6) internetowe kursy i testy, 7) zadania interaktywne, 8) mini-gry komputerowe, 9) fik-
cyjne wywiady ze zwyklymi ludzmi poswigcone matematyce (tzw. mat-wywiady), 10) czaty
z duchami stynnych uczonych z przesztosci.
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1.3. Elementy filozofii

Jakkolwiek juz w poprzednich punktach przedstawilem niektore filo-
zoficzne watki Archipelagu — zwigzane z odstanianiem zrédel matema-
tyki (intuicyjnych i historycznych) oraz koncepcja platonskiego $wiata
matematycznych bytow — to w rozdziale obecnym na nich si¢ skoncen-
truje. Wyszczegolni¢ przy tym elementy tresciowe (czyli same mate-
rialy) oraz stosowane szerzej (niekoniecznie w ramach tychze materia-
16w) metody. I jedne, 1 drugie stuzg wprawdzie nadrzgdnemu celowi
popularyzacji matematyki, majg jednak charakter poza-matematyczny,
powigzany najsilniej z filozofia.

Do czesci tresciowej zaliczaja si¢ materiaty nastepujace: a) para-so-
kratejskie dialogi ze zwyklymi ludzmi o pojeciach matematycznych
oraz ich pozamatematycznych interpretacjach (sg to tzw. mat-wywiady,
np. z elektrykiem o indukcji, czy z ksieggowym o liczbach nieobliczal-
nych; zob. pkt. 2.3); b) spotkania, rozmowy i czaty z duchami filozofow,
ktorzy taczyli w swoich dociekaniach filozofi¢ z matematyka (jak Ary-
stoteles czy Leibniz; zob. pkt. 2.2); c) specjalistyczne kursy dotyczace
zagadnien z zakresu filozofii matematyki (np. zgodno$ci matematycz-
nych twierdzen ze $wiatem rzeczywistym czy istoty metody dedukcyj-
nej)’.

Z wypunktowanymi wyzej typami materiatléw idzie w parze element
wazniejszy, a mianowicie przyjeta w projekcie metodologia, ktora wy-
kracza poza matematyke, a ma czgsto rodowdd (lub charakter) filozo-
ficzny.

Jej popularyzatorska podstawe stanowi co$, co uznaje si¢ niekiedy za
punkt wyjscia filozofii, a mianowicie: zdziwienie. Otdz, wybierajac
matematyczne tresci do prezentacji, wielokrotnie stawiano na ich nie-
zwyklos$¢, niezgodnos$¢ ze zdrowym rozsadkiem (pozorng), czy wrecz
paradoksalno$¢ (znowu pozorng). Intencje te dobrze oddajg pytajne ty-
tuty niektoérych materiatow. Czy kwadrat ma wiecej punktow niz bok?
Czy istniejg liczby, ktorych nie mozna obliczy¢? Czy istnieje zbior
wszystkich zbioréw? Sformutowania tego rodzaju majg ucznia zaintry-
gowa¢, a takze — poprzez odniesienia do pewnych poje¢ pierwotnych,
mocno osadzonych w przednaukowej intuicji (jak zbidr czy obliczanie) —
pozwalaja mu oderwac si¢ od kontekstu czysto matematycznego.

Pytajne formutowanie zagadnien prowadzi do kolejnej z metod za-
stosowanych w projekcie. Otoz, prezentujgc niektore zagadnienia, zasto-
sowano sokratejska metod¢ docierania do ukrytej wiedzy matematycznej
ucznia za pomocg specjalnie dobranych pytan i skojarzen, tzw. metode

7 Tworcg prawie wszystkich materialow typu a), b) i ¢) jest autor niniejszego artykutu.
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majeutyczng (wspominatem o niej w punkcie 1.2). W ten sposob sta-
rano si¢ wyrobi¢ w uczniach nawyk stawania wobec pytan (a nie tylko
korzystania z gotowych metod). Zasygnalizowano tez, ze matematyka
jest dziedzing otwarta, w ktérej wcigz pojawiajg si¢ nowe zagadnienia
1 nowe metody.

Na koniec za$ kwestia najblizsza humanistyce. Z humanistycznego
punktu widzenia bowiem najbardziej atrakcyjng sposrod sugerowanych
w projekcie metod (nauczania matematyki) jest metoda dyskusji. Zgod-
nie z nig matematyka (takze jej stosunek do §wiata) ma dziwi¢, zastana-
wia¢, niepokoi¢ — a przez to zmusza¢ do wiasnych przemyslen i1 kon-
frontowania tych przemyslen ze zdaniem innych. Dobrg okazje do tego
rodzaju dyskusji stanowig poglady filozoficzne stynnych matematykow,
np. G.W. Leibniza (zob. pkt. 2.2).

Stawiajgc sprawe w opisany sposob, tworcy Archipelagu probowali
zbudowac pojeciowy pomost migdzy matematyka, gdzie wiele faktow
bezdyskusyjnie si¢ stwierdza (np. przedstawiajagc dowdd pewnego twier-
dzenia), a naukami humanistycznymi, gdzie dyskutuje si¢ nad znacze-
niem tychze faktow lub zasadnoscig prowadzacych do nich metod. Mo-
wigc za$§ bardziej dydaktycznie: usitowali pozyska¢ dla matematyki
ucznidow o zainteresowaniach humanistycznych.

2. AUTORSKIE PRZYKEADY MATERIALOW

W obecnym rozdziale przedstawi¢ autentyczne przyklady materia-
tow o tematyce matematyczno-filozoficznej (a dokladniej: ich wersje
tekstowe), ktore obrazujg dobrze zalozenia i metody opisane w rozdziale
poprzednim. Jako autor wszystkich trzech tekstow (a takze wielu in-
nych, podobnych mam nadziej¢) mam nadziej¢, ze okazg si¢ one cie-
kawe same w sobie, a nie tylko jako pewien wycinek opisywanego pro-
jektu.

2.1 Fragmenty czatu z duchem Heraklita

Pierwszy przyklad pochodzi z Wyspy Analizy Matematycznej, na
ktorej odbyt si¢ zarejestrowany przez media Archipelagu czat z duchem
Heraklita. Duch ten, ze wzgledu na swoje prekursorstwo w rozmysla-
niach nad zmiennos$cig, patronuje Wyspie Analizy Matematycznej (zwa-
nej tez Wyspg Ognia). W trakcie nieformalnej rozmowy z internautami
duch przedstawia pewien poglad na przedmiot i natur¢ matematyki,
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ktory stanowi co$ w rodzaju ekstrapolacji jego starozytnych pogladow
na matematyka wspotczesna®.

A oto zapowiadana tre$¢ rozmowy:

prowadzgcy:

Witamy. Gtownym bohaterem dzisiejszego czatu bedzie Heraklit z
Efezu. Poniewaz Go$¢ nasz przybywa z zamierzchiej przesztosci,
warto wypowiedzie¢ kilka stow wstepu.

Ot6z Heraklit nalezy do tych uczonych starozytnych — tzw. pre-
sokratykéw — ktorzy przecierali dopiero $ciezki ludzkiej mysli.
Przecierali je w starciu z dawnym, mitycznym obrazem $wiata, ktory
powoli, pod naciskiem kolejnych filozoficznych konstrukcji, odcho-
dzit w zapomnienie.

Za temat przewodni swych dociekan obral Heraklit zmienno$¢ —
zmienno$¢ $wiata, cztowieka 1 cywilizacji. Z tego wihasnie powodu
stanowi dla naszej] Wyspy posta¢ niezwykle wazng. Dzietlo jego
znamy stabo, bo przetrwato w nielicznych tylko fragmentach i bar-
dziej licznych, lecz z pewnoscig mniej wiarygodnych, relacjach na-
stepcow.

Wiedzac o tym wszystkim, mozemy przystgpi¢ do dyskusji.

heraklit:
Dziekuje bardzo za stowo wstgpne 1 czekam na pierwszy glos.

vader:

Witam.

Szanowny Panie Duchu, co majg na mysli ci, ktorzy zwa
Heraklita filozofem me¢tnym, ciemnym i ptaczagcym?

heraklit:

Szanowny Panie vader, juz wyjasniam. Zwga mnie ciemnym, bo
styl moich dziet jest metaforyczny 1 symboliczny, a przez to nie zaw-
sze jasny. Zwa mnie placzliwym, bom widziat | jasno, ze wszystko sie
zmienia, niszczeje 1 przemija. I nad tym wiasnie mdj duch bolat.

8 Nalezy podkresli¢, ze poniewaz rozmdwcg internautdéw jest duch (wiedzacy co nieco o dzi-
siejszej matematyce), nie przekazuje on wiernie starozytnej mysli Heraklita (ktora zreszta i tak
jest réznorodnie interpretowana), lecz pewien swdj nowoczesny poglad na jej zwiazki z mate-
matyka.
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wilma:
Przepraszam za maniery kolegi. Zaczal niezbyt mito. Ja chciata-
bym ustysze¢, jakimi to metaforami i obrazami opisywal Pan §wiat?

heraklit:

Przeprasza¢ nie trzeba, bo zgodzitem si¢ przeciez na luzng forme
internetowego czatu. A oto 1 mata prébka moich symboli.

Symbol pierwszy to RZEKA. Rzeka bez ustanku plynie; woda,
ktora naptywa rézni si¢ od tej, ktora juz sptyneta, a rwacy nurt wcigz
na nowo drazy dno 1 brzegi. ..

Symbol drugi to OGIEN. Rzeka ptynie, ogien plonie. Ptomien
nieustannie zmienia ksztatt, wypala drwa, niszczy... Lecz tkwi w nim
takze zycie, bo daje niezbedne do zycia cieplto 1 Swiatto.

Symbol trzeci to EFEMERYDA. Efemerydzie — istocie, ktéra
trwa tylko chwile — wydaje si¢, ze wszystko wokot nie przemija
wcale. Tymczasem wszystko mija, cho¢ nie tak predko, jak w ulot-
nym zyciu efemerydy.

wilma:
Zdaje si¢ jednak, ze to symbol ognia byt dla Pana najwazniej-
SZy...

heraklit:

Zgadza si¢. Zresztg, dla mnie nie byt to tylko symbol. Uwazatem,
7ze ogien stanowi pierwotne tworzywo Swiata, tzw. arche, a jego
wlasnosci wptywajg najbardziej na bieg spraw w Swiecie.

Ow bedacy pierwotnym tworzywem ogien oczywiscie si¢ przei-
stacza i1 przyjmuje rézne formy, np. form¢ wody, powietrza czy
ziemi.

Sam ogien jednak jest najwazniejszy.

vader:

Wybaczy Pan, Panie Duchu, ale $mia¢ mi si¢ chce. Czytatem
troche te wasze teksty i mowig one mniej wigcej tak.

Wiecznie ptonacy ogien spltywa gdzies z gérnych warstw atmos-
fery; sptywajac zamienia si¢ w powietrze; powietrze z kolei skrapla
sie, przyjmujac forme¢ wody, a ta na samym dole gestnieje 1 przemie-
nia si¢ w ziemi¢. Ziemia z kolei paruje, para przeistacza si¢ w wode,
woda ta przybiera form¢ chmur, te za$, u samej gory, zndw przyj-
mujg posta¢ ognia. Mamy wigc jeden odwieczny cykl, 1 cztery zy-
wioly z ogniem na czele — ttumaczace wszystko.



14

Pawel Stacewicz

Brzmi to doprawdy dziecinnie. W naszym S$wiecie istnieje ko-
miks dla dzieci, komiks o czterech wrozkach WITCH, ktore niczym
w Pana pismach postuguja si¢ mocg ognia, ziemi, powietrza i wody.

Ale to jest komiks dla dzieci!

heraklit:

Prosze si¢ tak nie rozpala¢. Zachowuje si¢ Pan jak niemadra
efemeryda, ktora wierzy w to, ze jej dzisiejsza wiedza to kres tego,
co mozna poznac.

Czy nie widzi Pan, ze wspotczesne teorie tez si¢ zmieniaja, 1 to
duzo gwattowniej niz w starozytnos$ci. Jestem pewien, ze za x lat,
bedg brzmie¢ rownie dziecinnie jak starozytne opowiesci o czterech
zywiotach: ogniu, ziemi, powietrzu i wodzie.

Podkresle jednak, ze ja staratem si¢ uchwyci¢ w tym wszystkim
coS$ niezmiennego.

vader:
A co?

heraklit:
A to, ze najbardziej ogdlnym prawem, prawem niezmiennym,
jest prawo ciaglej zmiany.

vader:
Tez mi odkrycie.

heraklit:

Niech Pan nie zapomina, ze w moich czasach byli tacy — nawet
duch jednego z nich, duch Zenona, jest tu z nami — ktoérzy gwattow-
nie przeciwko temu protestowali. Formutowali paradoksy. Wysuwali
logiczne argumenty. Dla nich ruch i zmiana byty zludzeniem. Ztu-
dzeniem, za ktérym miala sta¢ prawdziwa i niezmienna rzeczywi-
stosc.

platonik:

I dzisiaj tacy s3. Wierza, ze istnieje ukryty pod powierzchnig
zjawisk niezmienny $wiat bytow wieczno-trwatych. Nalezg do nich
obiekty matematyczne.
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heraklit:

Ja w to nie wierzylem i nie wierze. W waszych czasach zreszta
1 obiekty matematyczne, 1 sama matematyka, zmienity si¢. Mate-
matyka wasza pozwala uchwyci¢ to, co zmienne.

Czym jest funkcja? Opisem zmiennoSci.

Czym jest pochodna funkcji? Miarg sity 1 kierunku tejze
zmiennosci. )

Czym jest rachunek rézniczkowy? Scislg naukg o tejze zmienno-
$ci, zmiennos$ci rozpatrywanej nawet w sytuacjach granicznych.

Pytacie przeciez: ,,Co sie dzieje, gdy x dqzy do nieskonczono-
sci?”, albo ,,Co sie dzieje, gdy x dqzy do zera?”.

platonik:

No tak. Ale matematyczne definicje sg Sciste, mozna powiedzie¢:
idealne. Stosujq si¢ zatem do jakichs obiektow idealnych, a nie do
rzeczy w Swiecie. Zadne realne kolo, na przyk%ad nie speini definicji
kota. Zadna realna zmiana w zwykiym swiecie nie jest tym samym
co jakas wyidealizowana, matematyczna funkcja (opisujaca rzekomo
te zmiang).

heraklit:

Ale c¢6z w tym zlego. Ludzie postuguja si¢ precyzyjnym jezy-
kiem matematycznym — jak Pan pow1ed21a1 idealnym — 1 dzigki
temu mogg lepiej si¢ porozumie¢. A ze jezyk nie pasuje do Swiata
idealnie — to trudno...

platonik:
Mi chodzito o to, ze obiekty matematyczne — te, do ktorych
odnosi matematyczny jezyk — muszg by¢ wieczne i1 niezmienne...

heraklit:

A dlaczeg6z to? Czy nie tudzimy si¢ ponownie, przyjmujac punkt
widzenia ulotnej efemerydy? Czy nie postrzegamy matematyki jako
niezmiennej, bo sami przemijamy tak szybko?

Twierdzg, ze matematyka si¢ zmienia. Moze bardzo wolno,
najwolniej ze wszystkich nauk, ale zmienia si¢. I ciesze si¢, ze
zmiana ta idzie w kierunku coraz lepszego opisu zmiennego $wiata.

2.2. Spotkanie z duchem G.W. Leibniza
Przyktad drugi dotyczy innego ducha — tym razem jest to duch Gott-
frieda Wilhelma Leibniza. Ot6éz pewnego razu odbywa si¢ na Wyspie
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Liczb spotkanie dyskusyjne z tymze duchem (czyli co$ dla humani-
stow!), na ktorym wygtasza on swoje stynne motto:

,»Cum deus calculat, fit mundus”,
co znaczy po polsku:
,Gdy Bog rachuje, staje si¢ swiat”.

Uczestnicy spotkania prosza o objasnienie tej sentencji w jezyku
bardziej wspotczesnym, co duch czyni, mowiac:

»INajbardziej pierwotnym tworzywem Swiata sq liczby. W osta-
tecznym rachunku wszystko daje si¢ opisac liczbowo, czyli matema-
tycznie. A zatem: jesli Bog istnieje, to jest matematykiem operujgcym
na liczbach. My postrzegamy zwykly swiat, tymczasem On widzi re-
prezentujgce swiat liczby. Przeksztatcajgc liczby, a wiec rachujgc,
Bog zmienia to, co jest liczhowo zakodowane, czyli swiat”.

Po tym objasnieniu wywigzuje si¢ zazarta wymiana zdan z uczestni-
kami (przedstawiona w Archipelagu jako krotki czat):

antyl: _

Nie jestem Zadng liczbg. Ja to ja. Zaden matematyk nie jest w
stanie opisac tego, co czuje. Zadna liczba nie wyrazi mojej indywidu-
alnosci.

leibniz:

Pomysl o liczbach niewymiernych, takich jak m czy e. Dzis znacie
je dobrze. Kazda liczba niewymierna to osobna jakby indywidual-
nos¢, bo ma nieskonczone i nieregularne rozwinigcie dziesigtne.
Kazda rozni sie od kazdej, tak jak ludzie roznig sie miedzy sobg.
A jest ich nieskonczenie wiele.

antyl:
Nadal nie rozumiem jak mozna by zakodowacé mnie jako liczbe.

Czy cos, tak skomplikowanego jak cztowiek, mozna porownywac do
liczb?

leibniz:

Pomysl o komputerach i programach komputerowych. Dzis jest
ich mnostwo. Ja kiedys zbudowalem maszyne liczgcq, ale oczywiscie
nie byt to komputer w dzisiejszym rozumieniu. Otoz wasze programy
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komputerowe robig wiele rzeczy, ktore wczesniej byly domeng ludzi:
grajg w szachy, logicznie wnioskujg, nawet uczq sie. A czym sq
programy? I jak je mozna zakodowac¢ w pamieci komputera? Wiecie
przeciez: jako gigantyczne, binarne liczby.

anty2:
Czy Bog bytby zatem jakims kosmicznym programistq? Czy jeste-
smy automatami programowanymi przez Boga? (...)

2.3. Radiowy dialog ,,Z ksiegowym o liczbach nieobliczalnych”

Ostatni przyktad ma charakter zdecydowanie bardziej wspotczesny.
Dotyczy frapujacego zagadnienia liczb nieobliczalnych, ktore prowadzi
wprost do stricte filozoficznych pytan o moc poznawczg ludzkiego umy-
stu. Przedstawiony dialog nalezy do kategorii tzw. mat-wywiadow,
czyli rozmow ze zwyklymi ludzmi o waznych (cho¢ niekiedy bardzo
abstrakcyjnych) pojeciach matematycznych. Przyjeta forma dialogu,
polegajacego na powolnym doprowadzaniu rozméwcey do zaskakujacej
dlan wiedzy, ma zrodta sokratejsko-platonskie.

A oto 1 tekst mat-wywiadu:

[Wstep] W niewielkim pomieszczeniu biurowym pracuje przy kom-
puterze miody mezczyzna. Przypatruje mu si¢ stojaca w drzwiach re-
porterka archipelagowego radia MAT. Gdy mezczyzna przerywa pisanie
na komputerze, odzywa si¢ don.

— Dzien dobry. Przypatruje si¢ Panu od dtuzszej chwili i widze, Ze
Pan ostro liczy...

— Taka praca. A Pani, przepraszam, do kogo? Byla Pani umo-
wiona?

— A i owszem. Chyba nawet z Panem: 17.30, wywiad z ksiego-
wym o liczbach.

— Oy, faktycznie. Bardzo Panig przepraszam. Za chwilke bede
gotowy...

Odwraca si¢ do komputera. Wpisuje pospiesznie ostatnie dane,
zamyka laptop 1 mowi:
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— W porzadku, mozemy zaczynac.

- W takim razie, raz jeszcze dzien dobry. Wyjasnig na poczgtek,
ze wywiad nasz ukaze si¢ na antenie radia edukacyjnego MAT, a
ma traktowac o liczbach nieobliczalnych.

— Pamigtam, pamigtam... I przyznam si¢, ze temat ten nadal
brzmi dla mnie do$¢ frapujaco.

— Domyslam sie, Ze to nie liczby Pana frapujq, lecz ich ewentu-
alna nieobliczalnosé¢?

— No tak! Na moj zdrowy ksiegowy rozum liczba to cos, co
mozna obliczy¢. Nie zawsze samemu, czg¢sciej za pomocg kalku-
latora lub komputera, ale zawsze jako§ mozna...

— A z jakimi liczbami ma Pan w swoim ksiegowym fachu do
czynienia?

— No c6z. Ze zwyktymi raczej. Przed chwilg, na przyktad, su-
mowatem w Excelu liczby czterocyfrowe z dwoma miejscami po
przecinku.

— Ale nie byly to liczby naturalne?

— No nie. O ile dobrze pamigtam, liczby naturalne to 1, 2, 3, 4
itd., zawsze o jeden wigcej. Bez zadnych miejsc po przecinku. Ta-
kie jakby najprostsze liczby catkowite.

— To sie oczywiscie zgadza. A te Panskie ,,zwykte liczby z Ex-
cela” sq, rzecz jasna, bardziej skomplikowane. Jakbysmy je na-
zwali?

— Czy ja wiem? Utamki? ... Liczby dziesigtne z czg$cia
utamkow3a? ... Wymierne chyba. Tak: wymierne.

— No tak. Przypomne stuchaczom, zZe jakkolwiek liczby wy-
mierne mozna przedstawiac¢ w postaci dziesietnej (np. 7/4 to 1.75),
to definiuje si¢ je jako liczby postaci ,,m dzielone przez n”, gdzie
zarowno m, jak i n, nalezq do liczb catkowitych.
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A teraz pytanie do Pana: czy wedlug Pana procz wielkosci
wymiernych istniejq inne jeszcze rodzaje liczb?

— No tak! Sg jeszcze liczby niewymierne.

— Moze jakis przyktad?

— Jasne. Na przyktad Pi, czyli 3 1 14 setnych.
— A dalej?

— No wtasnie. Dalej to, po pierwsze, nie pami¢tam, a po drugie,
pamigtam, ze nie ma zadnej reguty, ktora pozwalataby wypisywac
kolejne cyfry.

— Dobrze Pan to ujgt. Wiasnie ow brak reguly powoduje, ze Pi
jest liczbg niewymierng, czyli takq, ktorej nie da si¢ przedstawic
w postaci m/n.

— Aaaha. Czyli to tu pojawia si¢ nieobliczalno$¢... Prawde
mowiac, troche si¢ rozczarowatem.

— Niech Pan si¢ nie denerwuje. To jeszcze nie TO...
— Jak to: nie TO?

— TO jeszcze nie jest liczba nieobliczalna. Liczba Pi, a razem z
nig wiele innych wielkosci niewymiernych (chocby pierwiastek z
dwoch) ma te wlasnos¢, ze da si¢ jg obliczy¢ z dowolng zadang
doktadnosciq.

— Tutaj si¢ nieco pogubitem. W jaki sposdb mozna jg obliczy¢ z
dowolng zadang doktadnos$cia, skoro nie znamy reguty generowa-
nia kolejnych cyfr jej rozwinigcia dziesi¢tnego?

— W pewnym sensie regute znamy. Ale jest ona dana w sposob
dos¢ skomplikowany, za pomocg nieskonczonego szeregu liczbo-
wego, ktorego granicq jest wlasnie liczba Pi. Ten szereg to jakby
nieskonczona suma liczb, ktore okreslamy jednolitym wzorem.
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— Rozumiem. Mamy ten wzor 1 mamy regut¢ sumowania. A to
wystarczy, by naszg liczb¢ oblicza¢ coraz doktadnie;j. ..

— Doktadnie tak jest. A im wiecej sumujemy kolejnych liczb
(naprawde, sq to wyrazy pewnego ciggu), tym wigkszq zyskujemy
doktadnosé.

— Konkludujac: Pi jest liczbg niewymierng, cho¢ obliczalng.
— Powiedzial Pan jak matematyk.

— Bo rzecz mnie wcigga. Domys$lam si¢, ze istniejg jakie$
specjalne liczby niewymierne, ktoérych nie sposdb obliczy¢ na
podobienstwo Pi...

— Tak jest. Ich istnienie udowodnit w XX wieku Alan Turing —
jeden z pierwszych i najlepszych podowczas specjalistow od ma-
szyn liczgcych.

— Podat jakis$ przyktad?

— Nie. Lecz wykazal scisle, Ze zalozenie o istnieniu liczb wy-
tqcznie obliczalnych prowadzi do logicznej sprzecznosci. Tym sa-
mym stato si¢ jasne, Ze muszq istnie¢ nieuchwytne dla maszyn ro-
dzaje liczb niewymiernych. A co wiecej: musi by¢ ich nieskonczenie
wiele.

— Powiedziata Pani: ,,nieuchwytne dla maszyn”. Ale jakich?

— Cyfrowych. Dowod Turinga dotyczy maszyn cyfrowych, a
konkretniej wszelkich mozliwych algorytmow, ktore mogg by¢ wy-
konane na wszelkich mozliwych maszynach cyfrowych. Powtorze
jeszcze raz: wszelkich. Tych, ktore juz skonstruowano, i tych, ktore
dopiero zostang wynalezione.

— Teoretycznie zatem: istniejg jakie§ problemy, np. z dziedziny
ksiegowosci, ktorym ani mdj laptop, ani zaden inny komputer
cyfrowy, po prostu nie poradzi. Bylyby to takie problemy, ktorych
rozwigzaniami sg liczby nieobliczalne.
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— Tak. Tak wynika z matematycznych rozumowan Turinga.
Liczby nieobliczalne sq w pewnym sensie rownowazne problemom
nierozwigzywalnym przez maszyny cyfrowe. No i tutaj wlasnie, w
dziedzinie problemow a nie samych liczb, podal Turing sugestywny
przyktad.

-7

— Mowigc z grubsza, postawit problem napisania algorytmu,
ktory sprawdzatby, dla jakich danych inne algorytmy konczg prace,
a dla jakich si¢ zapetlajq. Okazalo sig, Ze jest to zadanie niewyko-
nalne — innymi stowy, nieobliczalne. Potem zas odkryto takich za-
dan wigcej.

— Smutne...

— Czy ja wiem? Moze nawet krzepigce. By¢ moze ludzki umyst
w tym wlasnie przewyzsza komputery, ze potrafi dostrzegac i roz-
wigzywac problemy nieobliczalne?

— Hmm. Musze nad tym pomysle¢. Bo filozoficznie rzecz bio-
rac, jesli Pani pozwoli, owo intrygujace ,,umystowe byc¢-moze”
jest, by¢ moze, kolejnym nieuchwytnym dla maszyn problemem
nieobliczalnym. To znaczy: trudno mi sobie wyobrazi¢, aby jaki$
komputer potrafit Pani pytanie rozstrzygnac¢?

— Hmm. Tym razem to i ja chyba, i stuchacze, bedziemy to mu-
sieli przemysle¢. Tymczasem pora konczyc. Dzigkuje pigknie za
wywiad i filozoficzne zakonczenie.

I11. UWAGI KONCOWE

Opisane w niniejszym artykule przedsiewzigcie jest ukierunkowane
na popularyzacje i nauczanie matematyki. Mimo to — ze wzgledu na cze-
sciowo filozoficzng forme¢ przekazu — wolno uzna¢ je za dobra okazje do
propagowania samej filozofii. Przykladowo: nauczyciele lub wykta-
dowcy przedmiotow filozoficznych mogliby korzysta¢ z opisanych wy-
zej zasobow na swoich zajeciach — podkreslajac przy tym istotne, mery-
toryczno-historyczne, zwigzki miedzy ,,matkg” 1 ,.krolowa nauk™.

Powiedzmy nawet wigcej: Archipelag Matematyki zacheca dydakty-
koéw filozofii do stosowania pewnej, inicjowanej matematycznie, strate-
gil nauczania. Mowigc bardzo ogolnie, przedstawia si¢ ona nastepujaco:
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a) wychodzimy od pewnego, zdefiniowanego $cisle, pojecia mate-ma-
tycznego (np. pojecia nieskonczonej licznosci zbioru), b) objasniamy
jego filozoficzne zrodla (np. historyczne poglady na nieskonczonosc)
oraz poza-matematyczne implikacje (np. ograniczenia ludzkiego pozna-
nia zwigzane z relacja [skonczony umyst vs nieskonczony $wiat]), c) wy-
wotujemy dyskusje na temat mozliwosci poszerzenia lub zmiany mate-
matycznego punktu wyjscia (np. innego ujgcia nieskonczonos$ci niz
cantorowskie).

Stosowaniu powyzszej strategii sprzyja fakt, ze Archipelag Mate-
matyki jest platforma otwarta, ktorg warto wzbogaca¢ o wlasne pomy-
sty 1 wlasne materiaty. Az si¢ prosi zatem, by w jej rozbudoweg wilaczyli
si¢ takze inspirowani matematycznie dydaktycy filozofii. Dopowiedzmy,
ze jest to catkowicie zgodne z szerokim celem projektu: opowiadaé o
matematyce, wykraczajgc poza nig sama.

Na koniec za§ uwaga prawie futurystyczna. Ot6z mozna sobie wy-
obrazi¢ (i to takze pozostaje w zgodzie z zamystem tworcow), ze idea
Archipelagu przyjmie si¢ na polu popularyzacji innych nauk niz mate-
matyka. Gdyby tak si¢ stalo, to moglyby powsta¢ — w oparciu o juz ist-
niejacy informatyczny szkielet Archipelagu Matematyki — wirtualne
$wiaty innych nauk, w tym filozofii.
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Summary

The article treats about methodology of educational project, Archi-
pelago of Mathematics (AM), that results in a multimedia environment
of learning and discovering mathematics (available at www.archipelag-
matematyki.pl). A large part of this methodology is related to philoso-
phy, i.e. philosophical questions, interpretations and discussions (both
historical, associated with the history of science, and contemporary).

In the first part of the paper I describe synthetically the structure,
goals and methods of AM (emphasizing philosophical aspects of the
project). In the second part I present three examples of AM contents
(designed by me): (1) quasi-internet chat with the ghost of Heraclitus of
Ephesus (on variability in mathematics), (2) selected fragments of
discussion about famous Leibniz’s motto Cum Deus calculat, fit mundis,
and (3) ratio-style interview with an accountant about uncomputable
numbers and the idea of computability. I treat these presentations as non-
standard way of teaching philosophy (not only mathematics).

Key words: Philosophical education, mathematics, virtual world of
mathematics, variability, computability.




