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SOCJALIZUJACE FUNKCIE DOWODU
MATEMATYCZNEGO*

Wstep. Dowdd pelni w matematyce fundamentalng role. Dla wielu
proces dowodzenia jest kwintesencjag matematyki, jest odzwierciedle-
niem jej natury. Istnieje — jak sadze — gleboki zwigzek pomig¢dzy proce-
sem dowodzenia a istota matematycznej dziatalnosci cztowieka. Uzna-
wana posta¢ dowodu matematycznego generuje pewna koncepcje
matematyki i rozumienie jej funkcjonowania.

Rowniez forma prezentacji dowodu zastuguje na analizg. Czgsto
konkretna posta¢ dowodu jest powigzana z takim, a nie innym,
rozumieniem jego przeznaczenia i celu. Nalezy jednak pamigtaé, ze
forma dowodu jest tylko narzedziem dla ukazania sensu i tresci dowodu
twierdzenia matematycznego. Matematyka uzywa symboli, jednak nie
jest tymi symbolami (tak jak muzyka nie jest zapisem nutowym).
Wyrazit to dobitnie Carl Friedrich Gauss, ktory stwierdzit, ze to, co
odgrywa najwazniejszg role w matematyce, to nie notacja, ale pojgcia —
non notationes, sed notiones®.

Jednakze sposob zapisu dowodu matematycznego czesto przekazuje
istotne informacje o pozadedukcyjnej roli, jaka petni dowdd matema-
tyczny w ,,codziennym” funkcjonowaniu matematyki. Bywa, ze trafne
pojecia, wygodna notacja, zrgczna symbolika czy komputerowa wizuali-
zacja pomaga przedstawi¢ rozumowanie matematyczne w sposob bar-
dziej intuicyjny i zrozumiaty niz liczne, elementarne, pedantycznie wy-
mienione kroki dowodowe dowodu sformalizowanego.

* Idee prezentowane w tym artykule byly wczesniej dyskutowane na seminarium Zaktadu
Logiki, Metodologii i Filozofii nauki z moim magistrantem Lukaszem Lipskim, ktérego wktad

w opracowanie ponizszego tekstu chciatbym w ten sposob zaznaczyc.
1 Por. I. Stewart: Nature’s Numbers. Basic Books, New York 1995.
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Przyktadowo, dowod twierdzen arytmetycznych przy uzyciu kon-
strukcji geometrycznych moze unaoczni¢ (graficznie zilustrowac) zalez-
nosci liczbowe lub algebraiczne, przez co stajg si¢ one wrecz ,,doty-
kalne” (namacalne); dowod Twierdzenia Pitagorasa przedstawiony w
postaci pomystowej animacji, mimo ze nie do konca $cisty, ma olbrzy-
mie walory edukacyjne i zapewnia poczucie uczestnictwa w ,,odkryciu”
naukowym; wreszcie technika komputerowa pozwalajagca na ogladanie
barwnych obrazow czterowymiarowej kostki, czy tez hiperbolicznej
geometrii, w ktorej linie réwnolegte rozchodzg si¢, a boki pigciokata
tworza katy proste, pozwala przezy¢é moment ol$nienia. Takze dzigki
komputerom powstat wideo dowdd (video proof) pokazujacy, jak mozna
trojwymiarowa sfere gnies¢, wykreca¢ i naciggaé, by w rezultacie ja
przenicowaé (wywrdcié ,,na druga” strone)? bez rozcinania. Fakt ten jest
sprzeczny z naszymi podstawowymi intuicjami przestrzennymi, co
swiadczy jedynie o tym, ze intuicja moze nas zawodzi¢, a ,,dowod z wi-
zualizacji” daje okazj¢ zobaczenia ,,czegos$ niemozliwego”.

Dowdd jest podstawowym narzedziem stosowanym przez matema-
tykow, pozwalajagcym na przekonanie siebie, badz innych, o prawdziwo-
$ci formutowanych tez matematyki. Takie rozumienie dowodu jednak
znaczaco zubaza rolg, jaka pojecie to pelni we wspolczesnej praktyce
matematycznej. Nalezy dostrzec to, ze dowdd matematyczny moze pet-
ni¢ takze inne funkcje, dzieki ktorym mogg na przyktad: wzrosna¢ wa-
lory edukacyjne ,,tekstu” matematycznego oraz poczucie uczestnictwa
w procesie tworzenia/odkrywania matematyki. Ponadto dowdd matema-
tyczny moze by¢ traktowany jako element obyczaju zycia matematyka
1 wyrdznik matematycznego sposobu zycia.

I. Dowéd matematyczny jako narzedzie perswazji. Wiele wska-
Zuje na to, iz gtdéwnym aspektem dowodu matematycznego jest element
perswazyjny zwigzany z odczuciem potrzeby jego sformutowania w celu
upewnienia si¢, czy tez przekonania samego siebie, o prawdziwosci
sformutowanej tezy. Dowod w licznych definicjach uyjmowany jest jako
co$, co shuzy przekonaniu kogo$ o czym$ (forma przekonania kogo$
o czyms$). Dowdd przez cate tysigclecia pojmowany byt jako cigg kro-

2 Przy zatozeniu: samoprzenikliwosci ,,powtoki” sfery, zakazu tworzenia ,krawedzi” i roz-

rywania sfery.
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koéw rozumowania uzasadniajgcego pewng teze na podstawie danych
przestanek. Takie ujecie sprawy znajduje potwierdzenie w opiniach
I wypowiedziach matematykéw. Stefan Banach — wybitny polski mate-
matyk — przez dowod rozumiat ,,sposob wykazywania stusznosci przy-
puszczen™®. Podobnie ujmuje to Reuben Hersh stwierdzajac, iz w sensie
praktycznym ,, dowod matematyczny jest tym, co robimy, aby wszyscy
inni uwierzyli w nasze twierdzenia”*.

() To, kogo winien dowod przekonaé jest sprawag dyskusyjna.
Najlepiej bytoby, gdyby mogl on przekonywac kazdego, co moze okazac
si¢ trudne a nawet niewykonalne.

(1) To, 0 czym swego odbiorcg ma przekona¢ dowod zalezy w du-
zym stopniu od pogladu na matematyke. (1) Jezeli uznajemy, ze mate-
matyka jest zbiorem prawd absolutnych, dowdd musiatby przekonywac
o niezbitej czy absolutnej prawdziwosci twierdzenia dowodzonego.
(2) Jezeli natomiast matematyke pojmujemy jako rodzaj formalnej gry,
dowdd moze by¢ pojmowany jako zabieg przekonywujacy o zasadno$ci
uznania i stosowania nowego twierdzenia w obrgbie wspomnianej gry.

Ostatnio S. G Krantz zwrdcil uwage na interesujgcy aspekt procesu
dowodzenia. Stwierdzil, Ze z heurystycznego punktu widzenia ,,dowod
jest zabiegiem retorycznym [wyrdznienie moje — J. M.]
stuzacym przekonaniu kogo$ innego o prawdziwos$ci badz zasadnoS$ci
uznania matematycznego twierdzenia”>.

(ITT) Ujecie dowodu jako szczegodlnej formy zabiegu retorycznego
pozwala na jego analiz¢ z perspektywy sztuki argumentacji. (1) Zawity,
cho¢ $cisty 1 poprawny formalnie argument czesto ma mniejsza sile
perswazji niz (2) argument prostszy, nie pozbawiony luk, ale podany
czyli zaprezentowany atrakcyjnie. Jednak dowdd odwotujacy sie do
powszechnie uznanych prawd, wiedzy zdroworozsadkowej, intuicji czy
naocznosci nie bedzie posiadal absolutnego rygoru precyzji niez-
bednego, by przekona¢ zawodowego matematyka.

3 Tak Stanistaw Ulam okredlit Stefana Banacha praktyczne pojmowanie dowodu. Por.
S. Ulam: PRZYGODY MATEMATYKA. Warszawa 1996, s. 65.

4 R. Hersh: What Is Mathematics Really? New York, Oxford, Oxford University Press,
1997, s. 49.

5S. G. Krantz: History and Concept of Mathematical Proof, AMS 2007, s. 3



20 Jarostaw Mrozek

Dowody matematyczne koncentrujg swe perswazyjne wysitki na
przekonaniu tych, ktdrzy moga zosta¢ uznani za odbiorce kompetent-
nego. Konsekwencje takiego podejscia sg olbrzymie. Pogon za absolutng
Scistoscig rozdyma dowody matematyczne do setek i tysiecy stron®, co
prowadzi do probleméw z ich dostepnoscig 1 sprawia, ze ,,stajg si¢ od-
powiednie (dostepne) dla niewielu a niedostepne dla wielu”’. Sciste
1 kompletne dowody sa jednak koniecznoscig, gdyz: ,,matematycy to
sceptyczni ludzie. Uzywaja wielu sposobow ... probujac odnalez¢ od-
powiedzi na pytania matematyki; jednak zasadniczo nie sg przekonani
o poprawnosci odpowiedzi, poki nie zdotajg jej dowies¢”®. W chwili
obecnej nikogo nie dziwig dowody, ktore z uwagi na wymog $cistosci
I uniknigcia luk w rozumowaniu liczg sobie setki stronic.

Kompetentny matematyk moze $ledzi¢ tok dowodu 1 sprawdza¢ jego
poprawnos¢, ale na podstawie samej procedury bardzo trudno jest do-
ciec: skad si¢ wzigl pomyst dowodu, jaka jest geneza idei takiego
a nie innego sposobu dowodzenia. Te kwestie zawsze byly wazne dla
tych, ktorzy interesowali si¢ matematyka z ogolniejszego punktu widze-
nia, dla ,,odbiorcéw matematyki” — matematykow, filozofow, psycholo-
gow, studentow. Jednak sami tworcy dowoddéw matematycznych nieczg-
sto zdradzali tajemnice swojej tworczosci.

Gauss mawiat: gdy ktos zbudowat swietny budynek, rusztowanie nie
powinno by¢ widoczne. Ale jak wigkszo$¢ matematykow otrzymywat on
wynik w sposéb nieformalny, a nastgpnie doprecyzowywat do postaci
porzadnego dowodu i tylko te wygtadzong wersje podawat do publicznej
wiadomosci. Taka byla powszechna praktyka. Matematyka miata swoja
»sceng” oraz ,kulisy”. Jednak z punktu widzenia odbiorcy dowodu
bardziej interesujgce jest ,,rusztowanie” niz sam ,,budynek”. Nawet dla

6 ,Obecny rekord wérdd metod konwencjonalnych nalezy do dowodu, ktéry ukoficzono na
poczatku lat osiemdziesiatych [XX w. — J. M.]. Dotyczy on Klasyfikacji prostych grup
skonczonych [...]. Dowdd ten sktada si¢ z ponad 300 artykutéw o tacznej objetosci ponad 15
tysigcy stron napisanych przez ponad stu autorow. Tylko jeden czlowiek, Daniel Gorenstein
z Rutgers, znat caty dowod” (J. Horgun: Smier¢ dowodu. ,,Swiat Nauki”. Grudzien 1993, s. 84).

" Por. D. Tall: The Cognitive Development of Proof: Is Mathematical Proof for All or for
Some. Conference of a University of Chicago School Mathematics Project, 1988.

8 D. J. Velleman: How to Prove It. A Structured Approach. Cambridge University Press
1994, s. 82.
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matematykow nie tylko samo istnienie dowodu jest wazne, ale interesu-
jacy jest przeptyw idei, wptywdw, inspiracji, pozwalajacych wymysle¢
(podac¢, stworzy¢, skonstruowac) dowod.

I1. Dowod — sposob partycypacji w matematyce. Traktowanie do-
wodu jako narzedzia przekonywania kogo$ do wlasnej tezy okazuje si¢
cze¢sto niewystarczajace z punktu widzenia ,,odbiorcy” dowodu. Ci, kto-
rzy na serio interesujg si¢ matematyka, nie zadowalajg si¢ powierz-
chowng znajomoscig faktow matematycznych w stylu: ta teza jest
twierdzeniem matematycznym. Oczekiwania zapoznajacych si¢ z do-
wodem, §ledzacych logike rozumowania zastosowang w procedurze do-
wodowej sg wieksze. Odczuwaja oni potrzebe dotarcia do glebszej
struktury dowodu i dostrzezenia zaleznos$ci mi¢dzy krokami dowodu
pozwalajacych w intuicyjny sposob dostrzec ukryty sens, a takze szersze
znaczenie (czyli usytuowanie w pewnym konteks$cie) danego twierdze-
nia. Te elementy pozwalaja przenikna¢ ,,zewnetrzne formy” dowodu
i dotrze¢ do jego racjonalnego jadra — to znaczy w pelni je rozumied.
Henry Poincare pytat: ,,czy zrozumienie dowodu twierdzenia sprowadza
si¢ do zbadania kolejno kazdego z tworzacych go sylogizméw 1 upew-
nienia si¢ o ich poprawnosci, zgodno$ci z regutami gry?” i odpowiadat:
»dla niektorych tak; gdy to uczynig powiedzg zrozumiatem. Dla wigk-
szo$ci nie. Niemal wszyscy maja wigksze wymagania: pragng wiedzie¢
nie tylko czy sylogizmy tworzace dowod sga poprawne, ale dlaczego 1a-
czg si¢ w ten sposob, a nie inny. Dopoki wydaja si¢ im zrodzone z ka-
prysu, nie za§ z rozumu $Swiadomego celu, ktory pragnie uzyskac, nie
uznaja iz zrozumieli”®.

Potrzeba intuicyjnego objecia istoty matematyki jest wyrazem checi
uczestnictwa w pierwotnym, (przed)dedukcyjnym momencie ol$nienia,
ktore czgsto towarzyszy matematycznemu odkryciu. Przekonanie o cat-
kowitej pewnosci tresci uchwyconych w krotkim btysku intuicji jest tu
waznym szczegdlem. Wskazuje bowiem na wtorny (sic!) charakter do-
wodzenia w matematyce. Matematyk jest subiektywnie przekonany
o prawdziwosci odkrytego (w akcie ol$nienia) faktu matematycznego,
dopiero pdzniej podejmuje proby sformutowania dowodu. Jest to bo-
wiem metoda, aby te swoja subiektywng prawde w jaki§ sposéb udo-

9 H. Poincare: The Foundations of Science, cytat za: D. Tall, op. cit.
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stepni¢ i przekaza¢ innym. Gdy — ponadto — jest to dowod sprzyjajacy
wywolaniu, w glebszego zrozumienia u odbiorcy, poczucia uczestnictwa
W matematyce, jest wtedy niezastgpiony wsze¢dzie tam, gdzie chodzi
0 nauczanie. Wytworzenie u uczacego si¢ poczucia, ze miat aktywny
udziat w umystowej dziatalnosci, ktora ma znamiona tworczosci mate-
matycznej, jest zadaniem i efektem uzyskanym dzigki partycypacyjnym
aspektom dowodu matematycznego.

W tym przypadku znajomo$¢ szczegotowych krokéw dowodowych
nie jest tak istotna, jak wyzwalanie u uczacego si¢ autentycznej checi
poznawczej 1 poczucia uczestnictwa w odkrywaniu prawdy. Duzg rolg w
tym procesie moze odegra¢ prezentacja dowodow przy uzyciu srodkow
graficznych, ktora czasami jest niezastgpiona w mysl powiedzenia: lepiej
raz zobaczy¢ niz sto razy ustyszec.

Rola rysunku, ilustracji czy wykresu w prezentacji dowodu mate-
matycznego jest niezmiernie znaczaca, Jest to element pozwalajacy na
zaangazowanie bardziej kreatywnej, imaginacyjnej i tworczej strony
naszego intelektu. Rysunek — mimo, ze partykularny — jest juz nacecho-
wanym pewng koniecznoscig elementem $wiata prawd matematycznych.
Przez co angazuje odbiorc¢ dowodu i przenosi go W samo sedno ma-
tematycznej dziatalnosci. Ilustracje obecne w prezentacji dowodu una-
oczniajg jego partycypacyjne wilasnosci — to, ze dowod matematyczny
moze okazac si¢ przepustka do matematyki same;j.

Jednak postugiwanie si¢ rysunkami moze prowadzi¢ matematykow
na manowce. ,,Proces uogolnienia wychodzacy od widocznych figur
zawiera w sobie trywialne ryzyko mylnego uznania przypadkowych
wlasnos$ci konkretnej figury za wtasnosci przynalezne jej z istoty ... oraz
powazne niebezpieczenstwo przyjecia bez dowodu kluczowych faktow
topologicznych, wspdlnych wszystkim rysunkom w fizycznej przestrzeni
do ktorej te rysunki naleza”!?. Nie powinno zatem dziwi¢, ze w poszuki-
waniu jak najwigkszej Scistosci matematycznych dowodow stopniowo
porzucano ilustracje, by w koncu z ich braku uczynié¢ powod do dumy*?.

Niemniej w nauczaniu, na wyktadach, w ksigzkach popularyzuja-
cych osiaggnigcia matematyki dominuje co$, co jest substytutem dowodu,

10 M. Black: The Nature of Mathematics. New York Humanities Press 1950, s. 154.
11 por. N. Bourbaki: Eléments de mathématique.
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a co mozna nazwac¢ ,,dowodem agitacyjnym” (agitacjg matematyczna).
Ten typ dowodu spotykamy powszechnie w praktyce matematycznej po
dzien dzisiejszy wszedzie tam, gdzie nie ma miejsca, czasu lub potrzeby,
aby przedstawia¢ kompletny — w $wietle wymogoéw logiki — dowod
matematyczny. Dowdd prezentowany studentom matematyki na wykta-
dach jest czgsto entymematyczny, postuguje si¢ intuicja, odwotuje si¢ do
zdrowego rozsadku czy wyobrazni; wystepuja w nim luki w ciaggu lo-
gicznych krokéw, a wigc nie przedstawia soba continuum logicznego. To
jest cena zajmowania si¢ matematyka ,,na co dzien”. Jednak nawet tego
typu argumentacje matematyczne stanowig niezwykle istotny element
zycia matematycznego. Wyktad z danej dziedziny matematycznej nie
moze zamieni¢ si¢ w prezentacje samych uzyskanych wynikoéw bez
jakiejkolwiek proby przyblizenia idei dowodu danego twierdzenia, jego
struktury, stosowanej metody dowodzenia czy wregcz jego powtornego
przeprowadzenia. Matematyka na wyktadzie musi ,,dzia¢ si¢” hic et
nunc (tu i teraz), a dowodzenie wyglaszanych tez jest praktyka mate-
matyki u§wiecong tradycja — jest elementem rytuatu zycia matematycz-
nego.

II1. Dowod — element rytualu (Zycia matematycznego). Dowodze-
nie matematykom tak ,weszto w krew”, ze czesto dowodzg tego, co
sami juz udowodnili. Wiemy, ze w 1797 roku Gauss udowodnit Zasad-
nicze Twierdzenie Algebry, a podzniej podatl jeszcze trzy inne dowody
w latach 1815, 1816, 1849. W przypadku innego fundamentalnego
twierdzenia Gauss podal siedem jego roznych dowodow, a obecnie ist-
nieje ponad 40 dowodéw tego twierdzenia?. Taka multiplikacja sposo-
boéw dowodzenia przynosi czesto wymierne efekty poznawcze, gdy
znang i stosowang w jednym obszarze matematyki procedure dowodu
przenosi si¢ na inne przypadki. Gdy stare pomysly odtwarzamy na
nowym gruncie, to zyskujemy nowy punkt widzenia, zarowno na sama
technike¢ dowodzenia, jak i ,,materi¢” dowodu czyli sens nowo powstatej
teorii. Ponadto — co niebagatelne — takie dziatania przyczyniajg si¢ do
postepu metodologicznego w matematyce oraz — co moze okazaé si¢

12 Por. A. P. Juszkiewicz (red.): Historia matematyki, t. 11l (thum. z ros. S. Dobrzycki).
Warszawa 1977, s. 135 (chodzi o dowdd Kwadratowego Prawa Wzajemnosci z Disquisitiones
arithmeticae).
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zaskakujace dla samych matematykow — zaswiadczajg, ze tworzenie
nowej matematyki jest procesem spotecznym. Na ten aspekt funkcjono-
wania matematyki zwraca uwage Thomas Tymoczko podkreslajac, ze
,matematycy nawet idealni s3 w stanie uprawia¢ i zna¢ matematyke
tylko przez uczestnictwo w spoleczno$ci matematycznej”!. Wazne
z punktu widzenia filozofii matematyki poj¢cia dowodu i praktyki do-
wodzenia znajduja lepsze wytlumaczenie tego, na czym polega dowo-
dzenie na gruncie teorii zbiorowego podmiotu poznania (public theory)
W matematyce niz w koncepcjach zakladajacych teorie pojedynczego
[idealnego matematyka] podmiotu poznania (private theory).

Zdarza si¢, ze dowodd przeprowadzany bywa dla samej czynnos$ci
dowodzenia, o czym $wiadczy wypowiedz Einsteina: ,,Kiedy nie mam
specjalnie nad czym mysle¢, uwielbiam rekonstruowaé¢ dowody znanych
mi od dawna teorii matematycznych i fizycznych. Nie ma to specjalnie
celu, jest to tylko okazja do przyjemnego zajecia sic mysleniem”4,
W podobnym tonie wypowiadat si¢ Michat Heller — polski filozof
1 kosmolog, laureat w 2008 r. nagrody Templetona. W ktoryms$ ze swo-
ich esejow poswieconych metodyce pracy naukowej napisat on, ze
znajdowat ukojenie i inspiracj¢ dla swoich dalszych badan dzigki ,,za-
Nurzeniu sie w surowym $wiecie abstrakcji matematycznych”®®
i ponownym przeprowadzaniu $cistych rozumowan dowoddéw znanych
twierdzen.

Na uwage zastuguje interpretacja przytoczonych faktow, majaca
swoje filozoficzne umocowanie w uwzglednieniu aksjologicznego po-
dej$cia do matematyki. Mozna na dowod matematyczny spojrze¢ pod
katem jego preferowanych cech. Spoteczno$¢ matematykow wypraco-
wala i postuguje si¢, w odniesieniu do teorii matematycznych ale takze
w stosunku do dowodoéw, takimi kategoriami jak: piekno, elegancja,
Scistos¢, prostota.

Mozna wigc przyjac, ze zajecie si¢ dowodzeniem dla samego dowo-
dzenia, oznacza pewien rodzaj estetycznego upodobania, jakie matema-

13 Por. T. Tymoczko: Zrébmy miejsce matematykom w filozofii matematyki. PRINCIPIA X-
X1 (1994) 5. 105-122.

14 B, Parker: Einstein. Pasje uczonego. Warszawa 2006, s. 120

15 Przytaczam z pamigci.
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tyk odnajduje w precyzji i jasnosci samej procedury dowodzenia. Do-
wodzenie twierdzenia matematycznego, kiedy ma si¢ do czynienia
z twierdzeniami (tezami) uprzednio udowodnionymi a sam proces do-
wodzenia ma charakter wtorny, jest zatem rodzajem sposobu obcowania
z matematyka (matematycznym picknem). Takie postgpowanie ma
cechy rytuatu. Rytuat ten nacechowany jest z jednej strony poczuciem
estetycznej satysfakcji podobnemu temu, jakie odczuwalne jest przez od-
biorce w zetknigciu si¢ z dzietem sztuki. Z drugiej strony, rytual ten sta-
nowi pewien element higieny umystu. Przeprowadzajacy dowod, nawet
przy jego rekonstrukcji, ma poczucie wykonywania ¢wiczenia ducho-
wego przenoszacego go w §wiat matematyki samej — prawdziwej 1 pigk-
nej . Davis 1 Hersh ten szczeg6élny rodzaj rytualu okreslajg ,,celebracja
potegi czystego rozumu”?®,

Mozliwo$¢ estetycznego odbioru matematycznej tresci jest faktem
potwierdzonym przez opinie matematykéw. Morris Kline w pracy po-
swigconej roli matematyki w kulturze napisat: ,,wiele poszukiwan no-
wych dowodow dla twierdzen, ktore juz zostaty stusznie zaakceptowane,
zostaje podjetych tylko dlatego, ze istniejagce dowody nie posiadajg wa-
lorow estetycznych ... dowdd przeprowadzony z elegancja jest poema-
tem we wszystkich aspektach poza forma swojego zapisu™'’. Powigzanie
uniwersaliow prawdy i1 pigkna, wskazywa¢ moze pewien sposob inter-
pretacji estetycznej natury matematycznych tresci. Dowod matema-
tyczny w tym ujeciu bytby piekny z uwagi na swoja prostote i elegancje.
Dowdd pigkny to taki, ktory nie uzywa wigkszej ilosci srodkow niz jest
to konieczne 1 to takich, ktore sa nie tylko ,,0szczedne” ale i ,,wyrafino-
wane” (wyjatkowo heurystyczne). Oczywiscie prostota czy elegancja
toku dowodu nie sg kategoriami fatwymi do oszacowania dla laika. By¢
moze pigkno w petni dostrzec i doceni¢ moze tylko matematyk. Wska-
zuje to na pewien elitarny rys estetycznej strony matematyki. Wiekszos¢

16 pJ. Davis, R. Hersh: The Mathematical Experience. Birkhiuser Boston 1981, Ch. IV,
Proof.

17 M. Kline: Mathematics In Western Culture. Oxford University Press, New York 1953,
s. 470
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matematykow akceptuje poglad Wignera'®, ze wspotczesna matematyka
wyraza ludzkie poczucie estetyki. Pojecia sg wyselekcjonowane jako
matematyczne, poniewaz rozwijaja pickno twierdzen i pigkno teorii.
,»,By¢ moze nietatwo jest zdefiniowa¢ matematyczne pigkno, ale w tym
samym stopniu dotyczy to kazdego pigkna ... Wzorce bedace dzielem
matematyka, podobnie jak wzorce malarza lub poety, musza by¢ pigkne:
idee, tak jak barwy czy stowa muszg pasowac do siebie w harmonijny
sposob. Pickno jest pierwszym sprawdzianem: na §wiecie nie ma miej-
sca dla brzydkiej matematyki”*®.

Pigkna matematyki mozna upatrywac roéwniez we wzajemnym dopa-
sowaniu elementéw pozornie zupetnie odmiennych od siebie (na przy-
ktad w stawnym wzorze Eulera: €'/ = -1). To kryterium matematycz-
nego pickna daje si¢ wykorzysta¢ takze przy estetycznej analizie do-
wodu matematycznego. Wzajemne dopasowanie elementéw dowodu,
spojnos¢ struktury dowodu, gdy zaden element nie jest zbgdny czy nie-
potrzebny, moze by¢ kryterium uznania dowodu, w kategoriach prostoty
1 elegancji, za ,,pigkny”. ,,Pickno” dowodu moze wypltywac takze z za-
skoczenia, zdumienia towarzyszacego powiazaniu zupelnie roéznych
dziedzin matematyki, gdy rezultaty uzyskane w jednej dyscyplinie ma-
tematycznej znajduja nicoczekiwane zastosowanie w inne;.

Element estetyczny obecny w procesie dowodzenia takze nie wy-
czerpuje mozliwos$ci interpretacyjnych rytualnego aspektu dowodzenia.
Przeprowadzaniu dowodu ,,dla samego dowodzenia” towarzyszy¢ moze
poczucie wykonywania pewnego ¢wiczenia umystu czy dbatosci o hi-
gien¢ ducha. Nie chodzi tu o przyjemno$¢ ¢wiczenia myslowego czy
dowodzenie dla udoskonalania wtasnych mozliwosci. Dowod matema-
tyczny moze by¢ traktowany jako element wysitku poznawczego zmie-
rzajacego do uporzadkowania §wiata. Jest to postepowanie pozwalajace
odzyska¢ zaufanie, ze rzeczywisto$¢, przynajmniej na tym jej wycinku,
daje si¢ uporzadkowaé. Matematyk, podejmujac starania o ,,uporzadko-
wanie §wiata” dookota siebie, porzadkuje sam siebie 1 jest to wystarcza-

18 Zob.: E. Wigner: The Unreasonable Effectiveness of Mathematics, w: Symmetries and
Reflections. Indiana University Press, Bloomington, 1967, s. 222-237.
19 G..H. Hardy: Apologia matematyki (ttum. z ang. M. Fedyszak). Warszawa 1997, s. 63-64.
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jacym usprawiedliwieniem dla czynno$ci dowodzenia, nawet wtedy, gdy
chodzi o rekonstrukcj¢ znanych dowodow.

Summary

The aim of the paper is to show the complexity of problems
concerning mathematical proof - in particular, the aspects of the process
of proving theorems in mathematics that are important for the
community of mathematicians. The proof appears in mathematics mainly
as a tool enabling the justification of a given theorem. In this sense the
proof can be perceived as an argumentative tool that can persuade other
mathematicians. The justifying aspect of a mathematical proof is - as it
seems - the most important role that the proof plays in mathematics. It is
a ‘certificate’ of the truthfulness of the considered theorem.

However, apart from the persuasive aspect, the role that the proof
plays in mathematics is much more complex. The proof can serve as a
way of making accessible a ‘fragment’ of mathematical reality to an
adept of mathematics. By following attentively the progression of a
proof, a beginning mathematician performs a ‘reconstruction of
mathematical discovery’, thus participating — though ‘secondarily’ — in
discovering mathematical truth. This is the ‘'way' that leads to the essence
of how mathematics functions as science. This participative character of
a mathematical proof — understood as a pass to participate in a
mathematical experience — is highly essential for the process of
mathematical education.

The third dimension of the functioning of a mathematical proof in
mathematical practice is its ritualistic character. Proving — once again —
the already proven theorems, repeating one more time the steps of the
proving process accepted earlier, not only do we again get stronger in
our conviction that a given theorem is true, but we also deepen our
understanding of the performed reasoning. Such a conduct can be a
component of a ‘mathematical way of life’ of a mathematician. The
process of carrying out a proof can be perceived as an element of
celebration, ritual, ceremonial, present in the life of a mathematician.
Thanks to it a mathematician can appreciate the beauty and elegance of
the conducted proofs, at the same time keeping his brain ‘in aptitude’.
Key words: mathematical proof, persuasion, participation, ritual.



