EDUKACJA FILOZOFICZNA POLEMIKI | DYSKUSJE
Vol. 59 2015

TOMASZ LECHOWSKI
Uniwersytet Warszawski

ROZWIAZANIA PARADOKSU LOTERII

Paradoks loterii zostal po raz pierwszy opisany przez Henry’ego
Kyburga® w roku 1961. Nalezy on do grona paradokséw dotyczacych
pewnych pozornie jasnych terminéw jezyka naturalnego (w przypadku
paradoksu loterii terminem tym jest racjonalnosé, a w szczegdlnosSci
racjonalne uznawanie zdan za prawdziwe), z ktorymi wigzemy rozne
zdroworozsadkowe intuicje. Intuicje te, gdy zapisane w sposob
formalny, okazujg si¢ sprzeczne, to jest - nie mogg wszystkie na raz by¢
prawdziwe.

Paradoks loterii opiera si¢ na ponizszych trzech przestankach, ktore
razem prowadza do sprzecznosci, natomiast kazda z osobna sktonni je-
ste§my uznac za prawdziwa.

e Przestanka 1.: Jesli to, ze zdanie p jest prawdziwe jest bardzo
prawdopodobne (w potocznym rozumieniu stowa prawdopodobne), to
racjonalnym jest uznawac za prawdziwe zdanie p.

e Przestanka 2.: Jezeli racjonalnym jest uznawac zdanie p za praw-
dziwe i racjonalny jest uznawaé zdanie q za prawdziwe, to racjonalnym
jest uznawac za prawdziwg koniunkcje tych zdan, to jest p A q.

e Przestanka 3.: Nie jest racjonalnym uznawaé za prawdziwe
zdania, o ktérym wiadomo, ze jest Sprzeczne.

W niniejszej pracy przedstawiam roézne proby rozwigzania para-
doksu. Pierwsza jej cze$¢ poswigcona jest omoOwieniu samego para-
doksu. Kolejne dwie czesci poswigcone sa odpowiednio pierwszej
1 drugiej przestance. W tychze czes$ciach proponuj¢ interpretacje (badz

1 Zob. Kyburg 1961, s. 197-99.
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modyfikacje) wspomnianych przestanek w sposéb, ktory pozwala unik-
na¢ paradoksu. Ostatnia cze$¢ pracy jest podsumowaniem poczynionych
spostrzezen.

Paradoks loterii. Sposrod trzech przestanek, na ktorych opiera si¢ para-
doks loterii, jedynie pierwsze dwie s przedmiotem dyskusji?. Pierwsza,
nazywana czasem tezg Locke'a, stwierdza, ze istnieje (ale nie okresla go)
pewna granica pewnosci, ktorej przekroczenie powinno sktoni¢ racjo-
nalnego agenta do uznania danego zdania za prawdziwe. Przyktadowo:
bardzo wiele wskazuje na to, ze 7. lipca 2014 roku temperatura w War-
szawie przekroczy 10 stopni °C (oznaczmy to zdanie literg p). Zdanie p
jest bardzo prawdopodobne, a wigc racjonalnym jest uznaé, ze jest
prawdziwe, to jest, ze 7. lipca 2014 roku temperatura w Warszawie
przekroczy 10 stopni °C.

Potoczne rozumienie stowa prawdopodobne mozna uscislic odwo-
hujac sie do teorii prawdopodobienstwa.

e Przestanka 1.": Jesdli P(p jest prawdziwe) > c, gdzie P to funkcja
prawdopodobienstwa, p - dowolne zdanie, a ¢ to pewna stata bliska 1, to
racjonalnym jest uznaé, ze p jest prawdziwe.

Tak przeformutowana tez¢ Locke'a mozemy zastosowaé wprost w
przypadku gier losowych. Zatézmy, ze C jest réwne 4/5. Prawdo-
podobienstwo wypadnigcia 6tki na szesciennej, rzetelnej kostce jest
rowne 1/6'

Poniewaz:
P(6tka nie wypadnie) = 5/6 > 4/5 =c

Whioskujemy na tej podstawie, ze racjonalnym jest uznac, ze 6tka nie
wypadnie.

2 Douven 2006 oraz Wheeler 2007.
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Druga przestanka, nazywana rowniez zasadg konglomeracji przeko-
nan, pozwala nam laczy¢ przekonania. Jezeli racjonalny agent uznaje®,
ze zdanie 24+2=4 jest prawdziwe, a takze uznaje, ze zdanie Snieg jest
biafy jest prawdziwe, to za prawdziwe uzna takze zdanie bedace ko-
niunkcjg powyzszych, to jest, 2+2=4 i snieg jest bialy. W przypadku
rozwazanym powyzej dotyczacym rzutu kostka, racjonalnym jest uznac,
ze b6tka nie wypadnie, ale rownie racjonalnym jest uzna¢, ze nie wypad-
nie 5Stka, gdyz prawdopodobienstwo wypadnigcia (a co za tym idzie
takze niewypadniecia) obu tych liczb jest rowne:

P(6tka wypadnie) = P(5tka wypadnie)

P(6tka nie wypadnie) = 1 — P(6tka wypadnie)
= 1 — P(5tka wypadnie)
= P(5tka nie wypadnie)

W zwiazku z tym, zgodnie z druga przestanka, racjonalne jest
uznanie koniunkcji tych zdah, to jest zdania moéwigcego, ze nie
wypadnie ani 6tka ani 5tka. Kontynuujac ten tok rozumowania
dochodzimy do wniosku, Ze racjonalnym jest uznaé, ze zadna z liczb nie
wypadnie. Rzut kostka jednak zweryfikuje to przekonanie.

Scislej: zatozmy, ze wszystkie trzy przestanki (Przestanka 1', 2 i 3)
sg prawdziwe. Rozwazmy loterie, w ktorej jest LL_C] + 1 loséw (gdzie ¢

to stata, o ktorej mowa w Przestance 1', natomiast [ | to funkcja, ktora
kazdej liczbie rzeczywistej przypisuje najmniejsza liczbe calkowita nie
mniejszg od niej) i doktadnie jeden z nich wygrywa. Wtedy:

P(Iosnriwygra):ﬁ<%s£:1—c
1-c

e A

W zwiazku z powyzszym:

3 W niniejszej pracy sformulowania racjonalny agent uznaje i racjonalnym jest uznaé
traktowane sg jako tozsame.
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P(los nriniewygra) =1—P(losnriwygra)>1—-(1—-c) =c

Zgodnie z Przestanka 1', racjonalnym jest uznanie zdania los nr i nie
wygra za prawdziwe, gdzie i to liczba catkowita z przedziatu [1, [i] +

1]. Innymi stowy, racjonalnym jest uznanie, ze kazdy los z osobna

przegra. Zgodnie z Przeslankag 2, mozemy potaczy¢ te zdania
koniunkcja, by otrzyma¢ zdanie: los nr 1 nie wygra i los nr 2 nie wygra
i ... 1los nr [1—;] + 1 nie wygra, to jest zdanie mowigce, ze zaden z
los6w nie wygra. Jednoczes$nie uznajemy zdanie (na podstawie naszej
wiedzy o rzetelnosci loterii) mowiace, ze jeden los wygra. Positkujac si¢
raz jeszcze Przestankg 2, dochodzimy do racjonalnego uznania zdania
sprzecznego: zaden los nie wygra i jeden los wygra. Stoi to w
sprzecznosci z trzecig przestanka. Warto w tym miejscu podkresli¢, ze w
zadnym miejscu powyzszego wywodu C nie zostatlo sprecyzowane, a
wiec paradoks powstaje niezaleznie od przyjetej wartosci dla C.

Teza Locke’a. Zgodnie z Tezg Locke'a istnieje pewna granica pewno-
Sci, ktorej przekroczenie powinno skloni¢ racjonalnego agenta do uzna-
nia danego zdania za prawdziwe. Sama teza nie okresla gdzie dokladnie
ta granica przebiega. Pierwszym sposobem uniknigcia paradoksu loterii
jest wykorzystanie powyzszego faktu. Jak juz zostalo wspomniane, nie-
zaleznie od tego gdzie wyznaczymy granic¢ pewnosci, mozliwe bedzie
skonstruowanie loterii z odpowiednig liczbg losow, ktora doprowadzi do
paradoksu. Dzieje si¢ tak, gdyz prawdziwe jest stwierdzenie, ze dla kaz-
dej liczby rzeczywistej ¢ € (0, 1) istnieje loteria (L), w ktorej prawdopo-
dobienstwo wygrania pojedynczego losu (I) jest mniejsze od 1 — c.

Ve €(0,1)3L:P(lwygra) < 1—c

Przestawiajagc w powyzszym zdaniu kwantyfikatory otrzymujemy
zdanie:

ALVc €(0,1) : P(lwygra) < 1—c¢
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Jest ono jednak fatszywe, gdyz nie istnieje loteria, w ktérej prawdo-

Jest ono jednak falszywe, gdyz nie istnieje loteria, w ktorej prawdo-
podobienstwo wygrania pojedynczego losu jest mniejsze od 1 — c dla
dowolnej liczby rzeczywistej ¢ € (0, 1). Innymi stowy, dla kazdej loterii
istnieje liczba rzeczywista ¢ € (0,1) taka, ze prawdopodobienstwo
wygrania pojedynczego losu jest wicksze od 1 — c.

vL3ic €(0,1) : P(lwygra) > 1—c

Oznacza to, ze jezeli uznamy, ze Teza Locke'a jest wrazliwa na kon-
tekst, a wigc warto$¢ granicy pewnosci zalezy od kontekstu, w ktérym
rozpatrujemy dang sytuacje¢, to unikniemy paradoksu. Takie rozwigzanie
prowadzi jednak do, by¢ moze, nieintuicyjnego wniosku, ze niezaleznie
jak duza jest loteria (to znaczy jak male prawdopodobienstwo wygrania
pojedynczego losu), to i tak nie jest racjonalnym uznawac, ze dany poje-
dynczy los przegra (oczywiscie nie jest tez racjonalnym uznawaé, ze
wygra). Przy takiej interpretacji, nie jest wcale racjonalnym uznanie, Ze
kombinacja liczb 1,2,3,4,5,6 nie okaze si¢ zwycigeska w najblizszym lo-
sowaniu Lotto. Jednoczesnie jednak nie wyklucza to uznania za irracjo-
nalne kupna (za 3zt) losu z powyzszymi liczbami®. Przyjmijmy jednak,
ze granica (C) ma charakter staly, to jest nie zalezy od kontekstu. Roz-
wazmy loteri¢, w ktorej prawdopodobienstwo wygrania pojedynczego
losu jest mniejsze od 1 — c. Racjonalny agent oceniajac powyzsze praw-
dopodobienstwo, robi to w oparciu o swoje (racjonalne) przekonania
dotyczace m.in. charakteru loterii, rachunku prawdopodobienstwa itp.
W zwigzku z powyzszym, agent nie oblicza P(los nr i nie wygra), lecz
P(los nri nie wygra | RP), gdzie RP to wspomniane przekonania®.

Niech ¢ = 98/99, a loteria, ktérag rozwazamy niech ma 100 losow.
Racjonalny agent, znajac liczbe losow w loterii (oraz to, ze jeden i tylko
jeden los wygrywa), stusznie oceni, ze:

4 Nota bene rownie prawdopodobnymi jak dowolna inna kombinacja 6 liczb dopuszczonych
do losowania.
5 Zob. Harman 1986
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P(los nr 1 nie wygra | RP) = 99/100 > 98/99

a wigc uzna zdanie, ze los nr 1 (lub ktorykolwiek los rozwazany jako
pierwszy) nie wygra za prawdziwe. Zdanie to stanie si¢ czg$cig jego
racjonalnych przekonan, a wiec powiekszy zbior RP. Analizujac kolejny
los, racjonalny agent oblicza:

P(los nr 2 nie wygra | RP") = 98/99

gdzie RP' to RP powigkszone o racjonalne przekonanie, ze pierwszy
rozwazany los nie wygra. Poniewaz ta wartos$¢ jest rowna, a nie wigksza

od 98/99, racjonalny agent nie uzna juz zdania, ze los nr 2 (lub kto-

rykolwiek los rozwazany jako drugi) nie wygra za prawdziwe, tym
samym uniknie paradoksu. Problem powyzszego rozwigzania lezy w
arbitralnej kolejnosci rozwazania losow. Agent rozwazajac jako pierw-
szy los nr 1 dojdzie do wniosku, Ze racjonalnym jest uzna¢, ze los ten nie
wygra. Co do pozostatych losow nie ma juz pewnosci. W zwigzku z tym,
wsrod jego racjonalnych przekonan znajdzie si¢ przekonanie odno$nie
jedynie losu nr 1. Gdyby jednak rozpoczal swoje rozwazania od losu nr
100, to sytuacja bytaby odmienna. Nie miatby racjonalnego przekonania
odno$nie losu nr 1, a odnosnie losu nr 100. Ponadto, Dana Nelkin®
wykorzystuje te arbitralnos¢, by sformutowaé paradoks loterii w lekko
zmienionej wersji:

* Przestanka 1A: Racjonalnym jest uzna¢, ze los nr 1 nie wygra.

* Przestanka 2A: Jesli racjonalnym jest uzna¢, ze los nr 1 nie
wygra, to racjonalnym jest uznac¢, ze los nr 2 nie wygra i racjonalnym
jest uzna¢, ze los nr 3 nie wygra, ..., racjonalnym jest uznaé, ze los nr
100 nie wygra.

* Przestanka 3A: Nie jest racjonalnym uznaé, ze zarowno zaden los nie
wygra oraz, ze jeden los wygra.

6 Zob. Nelkin 2000, s. 375; paradoks w wersji Nelkin sklada sic w sumie z siedmiu
przestanek, ponizej przedstawiona wersja jest jego uproszczeniem.
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Przestanka 1A jest zastosowaniem Przestanki 1' dla odpowiedniego
C. Przestanka 2A wynika ze wspomnianej wyzej arbitralnos$ci w kolejno-
$ci rozwazanych losow. Skoro pierwszy rozwazany los (los nr 1) nie
wygra, a to, ze jako pierwszy rozwazamy akurat ten a nie inny los bylo
arbitralne, to to, ze dany los nie wygra mozemy powiedzie¢ o kazdym
losie. Stosujac modus ponens na przestankach 1A i 2A oraz odwotujac
si¢ do rzetelnoS$ci loterii otrzymujemy sprzeczno$¢ z przestankg3A.

Wydaje si¢ to jednak niewielkim problemem. Powyzsza arbitralnos¢
jest bowiem jednocze$nie zaleta przedstawionego rozwigzania. W opisa-
nej wyzej sytuacji, dochodzimy do wniosku, ze racjonalny agent uzna,
ze jeden konkretny (niezaleznie ktory) los nie wygra, ale nie uzna juz, ze
dwa konkretne losy przegraja, a Przestanka 2A jest po prostu fatszywa’.

Konglomeracja przekonan. Zgodnie z zasada konglomeracji, racjo-
nalne przekonania mozemy taczy¢ przy pomocy koniunkcji, by uzyskac
nowe racjonalne przekonania. Gdy koniunkcja tgczymy zdania, ktore sg
prawdziwe, a nie jedynie prawdopodobne, otrzymujemy zdanie praw-
dziwe. Laczac zdania p i g, o ktorych mozemy jedynie powiedzieé, ze sa
prawdopodobne (prawdopodobienstwo kazdego z nich jest mniejsze od
1), otrzymujemy nowe zdanie p A ¢, ktérego prawdopodobienstwo jest
mniejsze od prawdopodobienstwa kazdego z cztonow (P(p A q) < P(p)
oraz P(p A q) < P(q)). Prowadzi to do konfliktu z pierwsza przestanka -
o ile kazde z poszczegdlnych zdan moze mie¢ prawdopodobienstwo
wigksze od c, a wigc racjonalnym jest uznaé je za prawdziwe, to praw-
dopodobienstwo koniunkcji wigksze od € juz by¢ nie musi. W tym miej-
scu warto jednak zauwazy¢, ze Przestanka 1 jest warunkiem wystarcza-
jacym dla uznania zdania za prawdziwe, nie jest natomiast warunkiem
konieczny, a wigc, to, ze dane zdanie ma prawdopodobienstwo mniejsze
od c, nie oznacza, ze nie jest racjonalnym uznanie tegoz zdania za praw-
dziwe. Niemniej powyzej opisany fakt prowadzidotytutowegoparadoksu.
By¢ moze wnioskiem z paradoksu loterii, nie powinno by¢ odrzucenie

" Prawdziwa bylaby nastepujace wersja tejze przestanki:

* Przestanka 2A" Jezeli racjonalnym jest uzna¢, ze rozpatrywany jako pierwszy los nr 1
przegra, to, jesli los nr 2 (lub 3, ..., 100) bylby rozpatrywany jako pierwszy, réwniez
racjonalnym bytoby uznaé ze przegra.
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ktorejkolwiek z przestanek, lecz uznanie terminu racjonalny za termin
nieostry. Terminy nieostre narazone sg na tzw. paradoks kopca, ktory,
gdy przyjmiemy, ze racjonalny rowniez nalezy do termindéw nicostrych,
jest bardzo zblizony do paradoksu loterii. Paradoks kopca dla przykta-
dowego terminu wysoki powstaje z polgczenia trzech nastepujgcych
przestanek:

A. Osoba, ktora ma 2 metry wzrostu jest wysoka.

B. Jezeli osoba X jest wysoka, to osoba o 1mm nizsza od osoby X

rowniez jest wysoka.
C. Nieprawda, ze osoba, ktora ma 1.60m jest wysoka.

oraz wielokrotnego zastosowania reguly modus ponens — dochodzimy
do sprzecznosci. Jest wiele rozwigzan paradoksu kopca, jedno z nich
zaproponowane przez Timothy’ego Williamsona®, mozna przenie$¢ na
paradoks loterii. Williamson proponuje, by ograniczy¢ zastosowanie
przestanki B. Uwaza on, ze istnieje granica stosowalno$ci powyzszej
przestanki, to jest (w przypadku terminu wysoki) istnieje doktadna
liczba, ktora opisuje wzrost osoby, ktora jest wysoka, ale osoba o Imm
nizsza od niej juz wysoka nie jest. Granica ta jest jednak niepoznawalna.
Analogicznie mozemy uznaé, ze zasada konglomeracji przekonan moze
by¢ stosowana, ale tylko do pewnego nieokreslonego (i niepoznawal-
nego) stopnia. Innym cho¢ podobny do powyzszego rozwigzaniem para-
doksu loterii jest modyfikacja drugiej przestanki w nastepujacy sposob:

e Przestanka 2" Jezeli racjonalnym jest uznawac zdania p za
prawdziwe i racjonalny jest uznawaé zdanie  za prawdziwe oraz P(p A
q jest prawdziwe) > c’, to racjonalnym jest uznawa¢ za prawdziwg
koniunkcje tych zdan, to jest p A q.

Jezeli ¢’ = c, to powyzsze przestanka jest zbedna. Jezeli bowiem:

P(p A q jest prawdziwe) > ¢’ > ¢

8 Williamson 1992, s. 152.
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to racjonalnym jest uzna¢ p A q na podstawie Przestanki 1', nie jest do
tego potrzebna Przestanka 2. W zwigzku z tym nalezy uznac, ze ¢’ < c.
Oznacza to, ze wyznaczamy dwie granica uznawalno$ci przekonan za
racjonalne. Rozwigzuje to oczywiscie paradoks, ale na pewno nie usatys-
fakcjonuje obroncoéw zasady konglomeracji.

Podsumowanie. W niniejszej pracy przedstawilem cztery mozliwe
rozwigzania paradoksu loterii. Paradoks loterii opiera si¢ na trzech
przestankach. Dwa z przedstawionych rozwigzan odnosza si¢ do
pierwszej przestanki — Tezy Locke'a. Pierwsze z nich to proba
kontekstowej interpretacji wspomnianej tezy. Teza Locke'a nie
precyzuje, gdzie przebiega granica, ktorej przekroczenie powoduje, ze
dane zdanie racjonalnym jest uzna¢ za prawdziwe. Mozna wigc
argumentowac, ze granica ta nie jest stata, lecz zalezy od kontekstu.
Drugie rozwigzanie opiera si¢ na obliczaniu prawdopodobienstwa
warunkowego, a nie bezwarunkowego, dla poszczegolnych zdarzen.
Dzigki temu, o ile pierwsze rozpatrywane zdarzenia mogg mie¢ bardzo
duze prawdopodobienstwo, to kolejne (o ile sg zalezne od tych juz
rozpatrzonych, jak ma to miejsce w przypadku loterii) juz nie.
Kolejne dwa przedstawione rozwigzania odnoszg si¢ do drugiej
przestanki - zasady konglomeracji przekonan. Pierwsze z nich proponuje
uznanie terminu racjonalny za nieostry i ograniczenie zastosowania
zasady konglomeracji. Drugie modyfikuje zasad¢ konglomeracji tak, by
unikng¢ uzyskiwania zdan, ktorych prawdopodobienstwo jest mniejsze
od wczesdniej ustalonej stale;.

Summary

The lottery paradox arises when we consider some properties of the
notion of rational acceptance. These properties when formalized turn out
to be contradictory, yet each of them on its own seems appealing. In this
paper, several solutions to the abovementioned paradox are presented
and analyzed. Two of them challenge the, so called, Lockean Thesis,
which relates the notion of rational acceptance to the notion of
probability. The other two are focused on the conglomeration property of
rationally accepted beliefs.
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