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A KRYTYKA METAMATEMATYKI

Pojawienie si¢ antynomii ostabito wyrdzniony niegdy$ status mate-
matyki, ostabiajac przekonanie wielu matematykéw o absolutnym cha-
rakterze prawdy matematycznej, ktéry mial ratowa¢ program Davida
Hilberta. Sam Hilbert nie miat watpliwosci co do stabilnosci ,,normal-
nej” matematyki. Inaczej rzecz miata si¢ w przypadku Wittgensteina,
ktéry od zawsze byl nastawiony sceptycznie wobec ambitnych projek-
tow poszukiwania na gruncie matematyki pewnosci absolutnej. Syste-
matycznie kwestionujgc rzekoma filozoficzng doniosto$¢ matematyki,
sceptycznie odnosit si¢ do propozycji traktowania poznania matema-
tycznego jako wyrdzniajacego si¢ niepodwazalng pewnoscig. Aby wy-
raznie uchwyci¢ kontekst Wittgensteinowskich uwag, znanych po-
wszechnie jako ,krytyka” pierwszego twierdzenia Godla, nalezy blizej
przyjrze¢ si¢ przeprowadzonemu przez niego nieco wczesniej ataku na
Hilbertowskie pojgcie metamatematyki, majac jednak na uwadze fakt, iz
Wittgenstein gotow byl wykazaé nie tyle bezuzyteczno$¢ metamatema-
tyki Hilberta, ile bezuzyteczno$¢ jej filozoficznego uzasadnienia, ktore

! Warto przy tej okazji odnotowac, iz sam Godel roéwniez zajmowat krytyczne
stanowisko wobec programu Hilberta. Godel uwazat program ugruntowania matematyki poprzez
teoriodowodowa redukcj¢ za oparty na zasadniczo blednych zalozeniach filozoficznych.
Zdaniem Godla rozstrzyganie problemow matematycznych wymaga wyjsScia poza analizy
teoriodowodowe i odwotania si¢ do naszego rozumienia poje¢ matematycznych, czysto
syntaktyczne pojecie 'dowodliwosci' nie moze, zdaniem Godla by¢ w pelni adekwatna
reprezentacja pojecia 'uzasadnienia”. Ulubione instrumentarium Hilberta, tj. matematyka idealna,
stanowi wedtug Godla system zinterpretowany. Hilbert podobnie jak Godel sa optymistami w
kwestii rozwigzywania otwartych probleméw matematycznych. Jednak optymizm Hilberta
wynika z jego wiary w skuteczno$¢ metod teoriodowodowych, natomiast optymizm Goédla z
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traktowat jako niezdrowy przejaw matematycznego platonizrnuz. Otoz
jesli pamigtamy, iz na gruncie Wittgensteinowskiej filozofii matematyki
teorie matematyczne sg interpretowane jako sui generis gry jezykowe,
ktorych zadaniem jest wdrazanie okre§lonych procedur,® natomiast to
teoria, wraz z calym kontekstem, ze swoimi metodami dowodzenia, ak-
sjomatami, regutami itp. generuje sens pojedynczego zdania, to kazde z
takich zdan nalezy bada¢ wylacznie na gruncie systemu, ktéoremu zostato
przypisane.

Podobne uwagi pojawialy si¢ w rozmowach Wittgensteina ze
Schlickiem i Waismannem, z kolei w Philosophical Grammar mozna je
znalez¢ we fragmentach poswigconych PM Russella i Whiteheada, gdzie
Wittgenstein explicite twierdzi, iz podobnie jak w przypadku Hilbertow-
skiej metamatematyki, tzw. ,,proza” PM, o ktorej byla mowa wyzej,
moze zosta¢ uznana najwyzej za nietrafiong probe dostarczenia teorii (to
za$, zdaniem Wittgensteina, byl podstawowy btad zwolennikow platoni-
zmu). ,,To, co stanowi rachunek musi zosta¢ odseparowane od tego, co
usituje by¢ (i, oczywiscie, nie moze by¢) teorig. Reguly gry musza zo-
sta¢ odseparowane od nieistotnych zdan dotyczacych figur szacho-
wych.”*- zauwaza w Philosophical Grammar. Wittgensteinowska strate-
gia wymierzona jest wiec w przestanke o istnieniu pewnej hierarchii
poziomoéw dyskursu, tj. w meta-matematyczng przestanke, ktoéra uwazat
za podstawe argumentu Godla. Poniewaz — zdaniem Wittgensteina — nie
tylko zdania majg rézny sens w roznych teoriach, ale takze zdanie nie-
formalne ma inny sens niz zdanie nalezace do jezyka sformalizowanego
(bedacego formalizacja zdania pierwszego), to niemozliwe jest odzwier-

wiary w mozliwo$¢ dotarcia do fundamentalnych prawd matematycznych, w mozliwos¢
lepszego ,,uchwycenia” znaczenia podstawowych poje¢ matematycznych.

2 To jest pogladu, ktéry w duzym uproszeniu mozna okresli¢ jako stanowisko dopuszczajgce
istnienie zdan prawdziwych, cho¢ niedowodliwych, a ktorego implikacjami sg tezy o poza empi-
rycznym dostgpie do idei matematycznych czy apriorycznym (w sensie Kanta) statusie wiedzy
matematycznej.

3 A zatem wedtug S. Shankera (Wittgenstein Remarks on Gédel’s Theorem, $.182) z punktu
widzenia Wittgensteina program Hilberta nie ma sensu, ,,wszelkie znaczenie, jakie twierdzenie
Godla ma dla filozofii matematyki, lezy w jego roli, jaka jest nie obalenie, ale raczej reductio ad
absurdum programu Hilberta”.

4 PG s.468.
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ciedlenie zwigzkow zachodzacych w ramach jednej teorii na gruncie
innej teorii. Roznica miedzy nimi dotyczy bowiem nie tylko sity ekspre-
sji, funkcji, ale i struktury.

Z punktu widzenia Wittgensteina np. aksjomat indukcji na gruncie
arytmetyki Peano nie jest tym samym, co aksjomat indukcji tout court,
cho¢ na ogot sadzi si¢, ze zachodzi migdzy nimi pewien gleboki
zwigzek. Wyrazenia sformalizowane, s3, zdaniem Wittgensteina
pozbawione mocy ekspresyjnej, stanowig zas jedynie reguly uzycia
poje¢. Warto w tym miejscu doda¢, iz odwzorowanie (Abbildung)
stwierdzen metamatematycznych na pewne formuty arytmetyczne nie
oznacza odzwierciedlenia tresci jednych przez drugie czyli zwigzkow
metamatematycznych przez arytmetyczne. Ma to zwigzek z pytaniem o
to czy numery GoOdla oznaczajg odpowiadajace im wyrazenia teorii
przedmiotowej. Charakter odpowiedzi na to pytanie zalezy jednak w tym
miejscu od charakteru umowy, ktorg sktonni jestesmy przyjac, poniewaz
to my ustalamy jakie obiekty przyporzadkujemy nazwom. Poniewaz
matematyka ma, zdaniem Wittgensteina charakter normatywny, to
czgsto pojawiajacy si¢ w jego pracach zwrot ,,die Sdtze der Mathematik”
nalezy tlumaczy¢ jako ,zdania matematyki”, a nie ,twierdzenia
matematyki” (bo np. zdanie ,,2+2=4" trudno nazwac twierdzeniem). W
kontekscie tego rodzaju zatozen, zdania matematyczne sa zatem
pozbawionymi statusu opisowego regutami gramatyki, apriorycznymi
,wzorcami” przeksztalcania zdan empirycznych’. W tym kontekscie
opanowywanie technik matematycznych jest zachowaniem o charakterze
par excellance jezykowym, sama matematyka za$§ jest czgscia
uprawianych przez nas gier jezykowych. To dlatego w ujeciu
Wittgensteina nie mozemy mowi¢ o jednej, ale wielu matematykach
(Wittgenstein ~ postuguje si¢ tu  okresleniem 'wielobarwnos¢'
matematyki), roéznorodnosci systemoéw 1 teorii matematycznych, co
wigze si¢ m.in. z niemozliwo$cig przyjecia jakiejs fundamentalnej
metateorii, stanowigcej podstawe dla pordwnywania hierarchii teorii,
a w dalszej konsekwencji z catkowita nieprzekladalnoScig znaczen

5 Wigcej na ten temat mozna znalezé w rozdziale jedenastym Philosophische Grammatik
(Frankfurt am Main 1984). Moje thumaczenie tego tekstu, pt. Matematyka poréwnana z grg, uka-
zato si¢ w ,,Mélée. Kwartalniku Filozoficzno-Kulturalnym” 2013, nr 3.
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migdzy teoriami.

W ujeciu Wittgensteina teorie matematyczne mozna porownac¢ zatem
do gier jezykowych, w ktorych stawka jest unikanie sprzecznosci (co jak
wiemy Wittgenstein krytykowal). W $wietle powyzszych uwag nalezy
zauwazy¢, iz podczas gdy w normalnych okoliczno$ciach przyjeliby$smy,
iz zdanie Go6dla skonstruowane w ramach AP czy arytmetyki drugiego
rzedu A2 jest tym samym zdaniem (jak wiadomo jezyk AP zawiera si¢
w jezyku A2, twierdzenia AP sg rowniez twierdzeniami A2), to troche
inaczej przedstawia si¢ sprawa ze sformutowaniem zdania Godla na
gruncie teorii mnogosci ZF. Nie ma tam bowiem symboli dodawania i
mnozenia, cho¢ oczywiscie mozna je jako$ zdefiniowa¢. Pewnym
rozwigzaniem byloby stworzenie interpretacji, niejako metateorii AP®
a zatem mieliby$my do dyspozycji niejako jedng teorig i jej fragment. W
tym miejscu wida¢ nieintuicyjno$¢ stanowiska Wittgensteina, cho¢ z
drugiej strony przyjmowane przez niego stanowisko staje si¢ zrozumiale
1 trafne jesli porownamy teori¢ ZF i1 Quine'owska NF, co do ktorych nie
ma pewnosci czy jedna interpretuje si¢ w drugiej, mianowicie mimo, iz
np. zdanie 'istnieje zbidr pusty” jest wyrazalne w obu teoriach iden-
tycznie (jezyki s3 identyczne 1 zamierzone interpretacje sa podobne,
chodzi o opis mozliwie wielu zwyczajnych zbioréw) to mimo, ze
formalnie jest to ten sam napis, nie jesteSmy w stanie powiedzieé, ze
zdanie to ma ten sam sens na gruncie obu teorii’. Jest to przyktad idacy
po linii Wittgensteina, ktory zapewne uznalby, iz zbior pusty posiada
inny sens w kazdej ze wspomnianych teorii poniewaz uniwersa zbiorow,
ktére one wyznaczaja sg nieprzystawalne. Rozwigzaniem problemu
byloby tu przyjecie stanowiska platonizujacego 1 uznanie, ze zbior pusty
istnieje realnie, natomiast teorie. o ktorych mowa konstruuja po prostu
jego indywidualne opisy. A zatem, powtérzmy to raz jeszcze, w opinii
Wittgensteina kazde twierdzenie posiada sens tylko w ramach systemu,
w ktorym go dowiedliSmy 1 wylacznie na jego gruncie nalezy je
rozpatrywaé. Jak zauwaza stusznie Stanistaw Krajewski: ,Jest w tym
wyrazona pewna gleboka prawda, ale zarazem pominigta inna prawda.

6 Por. Tarski-Mostowski-Robinson [1953]
7 Szerzej na ten temat w: Krajewski, S.: Twierdzenie Gédla i jego filozoficzne interpretacje,
Warszawa: IFiS PAN 2003.
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Ta pierwsza prawda to fakt, ze nigdzie poza badaniami z zakresu
podstaw nie rozpatrujemy zdan formalnych, niezinterpretowanych.
Jednakze jest tez inna prawda: twierdzenia metamatematyczne o teorii
czysto formalnej moga cos mowic o zdaniach teorii zinterpretowanej. Na
przyktad dowdd rozstrzygalnosci arytmetyki Presburgera daje metode
stwierdzania prawdziwosci lub falszywosci dowolnego zdania
mowiacego tylko o dodawaniu liczb naturalnychs. Sedno Wittgen-
steinowskiego argumentu dotyczacego autonomii systeméw mMmatema-
tycznych polega na tym, iz zdanie matematyczne jest niejako we-
wnetrznie zwigzane ze swoim dowodem/systemem dowodowym. Jesli
pytamy bowiem o to, ‘w jakich okolicznosciach w grze Russella [tj. w
rachunku] stwierdza si¢ [tj. jako ‘prawdziwe’] jakie$ zdanie” to od-
powiedz brzmi “na koncu ktorego§ z jego dowodéw albo jako 'pod-
stawowe prawo’” (Pp.). W inny sposob nie uzywa si¢ w tym systemie
zdan twierdzacych sformutowanych w symbolice Russella™’s.

Jesli wiec by¢ zdaniem matematycznym, oznacza bycie elementem
pewnego systemu, to zdania matematyczne nie mogg by¢ przeniesione z
jednego systemu do drugiego poniewaz reguly definiujace znaczenie
poje¢ pierwotnych w tych systemach moga si¢ r6zni¢, cho¢ oczywiscie
mozemy poshuzy¢ si¢ tym samym zdaniem do przedstawienia subtelnych
przesuni¢¢ znaczenia; Kluczowe jest, co podkresla Wittgenstein, zdanie
sobie sprawy z gramatycznej autonomii takich zdan. ,,(...) a zatem s3 to
zdania prawdziwe w jakim$ innym systemie, tzn. takie, ktore mozna za-
sadnie stwierdza¢ w jakiej$ innej grze”®. W tym kontekscie znaczenie
pewnego zdania matematycznego jest $ciS§le wyznaczone przez reguty
rzadzace jego uzyciem w okre§lonym systemie. Jesli mamy do czynienia
z dwoma autonomicznymi rachunkami, wowczas nie ma znaczenia to,
jakie podobienstwo wykazuja reguty dwoch systemoéw. Dopoki roznig
si¢ one, dopoty mamy do czynienia z odrebnymi systemami matema-
tycznymi, nie ma wigc sensu mowi¢ o tym samym zdaniu, ktére pojawia
si¢ w kazdym z nich. Musza to by¢ z koniecznosci dwa réwnolegte zda-

8 S. Krajewski: Twierdzenie Godla i jego filozoficzne interpretacje, Warszawa: IFiS PAN
2003, s. 298.

9 UPM, dod I §6.

10 Por.§7 UPM, dod IIL
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nia pojawiajace si¢ w tych dwoch systemach, ktore z tatwoscia moga
zosta¢ odwzorowane na siebie nawzajem. Dlatego deklaracja Godla, ze
skostruowal on identyczne wersje tego samego zdania matematycznego
w dwodch réznych systemach jest, zdaniem Wittgensteina catkowitym
nonsensem. Tego rodzaju sytuacj¢ wyklucza po prostu sam charakter
regul obowigzujacych w ramach logicznej gramatyki zdania matema-
tycznego. W opinii Wittgensteina zatem, Godel moégt byt najwyzej
stwierdzi¢, iz skonstruowal pararelne, czy tez podobne zdania matema-
tyczne, gdyby jednak to zrobil, to odkrycie, iz jedno z nich jest niedo-
wodliwe w swoim systemie, podczas gdy to drugie jest prawdziwe, stra-
citoby swo¢j problematyczny charakter. Sens konstruowania nowego
systemu polega zatem na uzupehieniu istniejgcego rachunku jakas nowa
regula umozliwiajacg nam przeksztalcenie pewnego pozbawionego zna-
czenia wyrazenia w sensowne — tj. rozstrzygalne — zdanie matema-
tyczne. Sytuacja staje si¢ bardziej skomplikowana jesli zamiast dwoch
autonomicznych rachunkéw, mamy do czynienia, jak pokazat Godel, z
dwiema wersjami tego samego zdania. Wittgenstein analizuje zdanie,
ktore brzmi: ‘P-zdanie o numerze Godlowskim i jest niedowodliwe’.
Sita argumentacji Wittgensteina jest spostrzezenie, ze okreslajac
wyrazenie matematyczne jako niedowodliwe zaprzeczamy niejako, ze
jest ono pelnoprawnym zdaniem matematycznym tj. ze jest ono
zrozumiate. W sytuacji, w ktorej nie posiadamy dowodu tego zdania, nie
mozemy mowi¢ o nim jako o sensownym, cho¢ nieudowodnionym
zdaniu matematyki, ile raczej jako o pewnym pozbawionym znaczenia
wyrazeniu. Nie jest ono réwniez zdaniem metamatematycznym, ktore
dotyczy pewnego zdania nalezgcego do jezyka przedmiotowego, ale
sformutowaniem nalezacym do prozy, ktore podobnie jak w przypadku
zdania ‘‘ostatnie twierdzenie Fermata jest niedowodliwe”, zdaniem
Wittgensteina, stwierdza po prostu, ze dany cigg matematycznych
symboli jest niezrozumiaty.

Istnieja uzasadnione podstawy, by przypuszczaé, iz Wittgenstein
podchwycit Godlowska uwage z artykutu z 1931 roku, ze ‘zdanie, ktore
jest nierozstrzygalne w systemie PM, jest przeciez rozstrzygalne w toku
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badan metamatematycznych’t. sadzac, ze oddaje ona istot¢ proponowa-
nego przez niego rozwigzania problemu rozstrzygalnosci ujetego nie tyle
w kontekscie epistemologicznym, ile rozumianego jako proba rozjasnie-
nia gramatyki logicznej pojecia ,,zdania matematycznego” oraz zdefi-
niowania regul, na mocy ktorych bycie sensownym zdaniem matema-
tycznym oznacza po prostu bycie rozstrzygalnym.

Nawigzujgc do rozwazan przeprowadzonych wczesniej, w rozdziale
dotyczacym antynomii ktamcy, jesli jednak potraktujemy zdanie ‘P-zda-
nie o numerze Godlowskim i jest niedowodliwe’ jako stwierdzenie ma-
tematyczne (w przeciwienstwie do stwierdzenia bedacego przypadkiem
prozy), to musi ono faktycznie odnosi¢ si¢ do samego siebie. W tym
miejscu Wittgenstein zauwaza, iz twierdzenie Godla wykazuje niebez-
pieczne podobienstwo do klasycznych sprzeczno$ci jak paradoks ktamcy
czy paradoks Epimenidesa. Sytuacja ta, jego zdaniem, wprowadza zamet
pojeciowy, u ktorego podstaw znajduje si¢ przekonanie, iz matematyka
posiada ‘luki’.

»Zatozmy, ze dowodze niedowodliwosci P (w systemie Russella),
pisze Wittgenstein w Uwagach o podstawach matematyki, tym samym
dowodze P. Ot6z gdyby dowdd ten byl dowodem w systemie Russella
dowiodibym tym samym, Ze rdwnocze$nie nalezy on i nie nalezy do
systemu Russella™2, Jak widaé, Wittgenstein celowo odrzuca tu
proponowane przez Godla hierarchiczne rozroznienie poziomdéw, na
ktorych funkcjonuje jego klopotliwe zdanie (cho¢ niektorzy krytycy
sugeruja, ze po prostu nie wyczut on pewnego niuansu), argumentujac,
ze ‘P-zdanie o numerze Godlowskim i jest niedowodliwe’ nie jest ani
prawdziwe ani falszywe, ale zostata z niego wymazana wszelka tres¢
informacyjna. I jest to ostateczny powod, dla ktorego Wittgenstein
wycigga wniosek, iz ,Jest to jalowa sztuka! — Jest to gra jezykowa,
podobna do gry w fapki™s. Nalezy doda¢, iz Wittgenstein nie byl
odosobniony w swoich spostrzezeniach 1 sceptycznym stosunku wobec
wynikow Gdodla. Istotnie, cho¢ sam pomyst arytmetyzacji sktadni jest

11 Der im System PM unentscheidbare Satz wurde also durch metamathematische

Ueberlegungen doch entschieden.” s.176.
2UPM dod 1T §11.
13 UPM dod. 111 §12.
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do$¢ prosty, to jego wykonanie w sposob Scisty jest niezaprzeczalnie
dos¢ zmudnym przedsiewzigciem. Nierozstrzygalne zdanie Godla
faktycznie stanowi dos$¢ enigmatyczng, skomplikowang i tak diluga
konstrukcje, ze nikt go jeszcze naprawde nie napisat i nikt tak naprawde
nie zna jego matematycznej tresci. Przekonanie to nawet obecnie
podzielaja niektorzy logicy 1 matematycy zarzucajac konstrukcji Godla,
ze po prostu nie posiada ono wlasciwie tresci matematycznej i trzeba
bedzie czekad setki lat, az matematycy poczujg praktyczng potrzebg jego
rozstrzygnigcia w jakim$ kierunku. Wydaje si¢, ze to wlasnie miat na
mysli Wittgenstein piszac, iz zdanie Godla jest bezuzyteczne, stanowi
ono bowiem wilasciwie pewien nieuchwytny, niepokojaco odlegly punkt
na dalekim horyzoncie nauki, nie majacy jednak zadnego wpltywu na
praktyczne uprawianie matematyki a nawet arytmetyki.

Przyjrzyjmy si¢ stynnemu fragmentowi paragrafu 8 Uwag o
podstawach matematyki:

»Wyobrazam sobie, ze kto§ kto prosi mnie o rade, mowi:
»Skonstruowatem zdanie w symbolice Russella (oznaczmy je jako ‘p’),
ktéore za pomoca pewnych definicji 1 przeksztalcen mozna
zinterpretowac tak, by glosito: ‘p nie jest dowodliwe w systemie
Russella’. Czy o zdaniu tym nie musz¢ powiedzie¢: z jednej strony jest
ono prawdziwe, z drugiej za§ niedowodliwe? Gdyby bowiem przyjac, ze
jest fatlszywe, prawda byloby, Ze jest dowodliwe! A przeciez nie moze
tak by¢. Gdyby je zas§ udowodniono, dowiedziono by tym samym, Ze nie
jest ono dowodliwe. Tak wigc moze by¢ ono jedynie prawdziwe, ale
niedowodliwe™™. ,,Podobnie jak wtedy gdy pytamy o to, ,w jakim
systemie ‘dowodliwe’?”, powinnisSmy tez pyta¢ o to: ,, w jakim systemie
‘prawdziwe’?”. ‘Prawdziwe w systemie Russella’ znaczy, jak wiadomo,
tyle co ‘udowodnione w systemie Russella’. ‘Falszywe w systemie
Russella’ oznaczatoby zas$ tyle co ‘co$ przeciwnego zostalo dowiedzione

14 Putnam przypisuje paragrafowi nr 8 kluczowe znaczenie filozoficzne. Mianowicie, je$li
zatozy sie¢, ze p jest dowodliwe w systemie Russella, to nalezy zrezygnowaé z przektadu p na
polskie zdanie ,,p nie jest dowodliwe”, poniewaz jesli p jest dowodliwe w PM, to PM nie jest
® niesprzeczny, nie jest mozliwy zatem przektad zdania ,,p” na zdanie ,,p nie jest dowodliwe
wPM”. Jest tak poniewaz predykat ,liczba naturalna Ln.(x)” w ‘P’ nie moze by¢
zinterpretowany tak jakby x bylo liczba naturalng.
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w systemie Russella’. Co znaczy zatem twoje: ,,gdyby przyjac, ze zdanie
to jest fatszywe”? W systemie Russella znaczy to ‘gdyby przyjaé, ze cos$
przeciwnego zostalo w systemie Russella udowodnione’; jezeli takie jest
twoje zatozenie, to chyba porzucisz teraz interpretacje, w mysl ktorej
zdanie to jest niedowodliwe. A przez rzeczong interpretacj¢ rozumiem
jego przektad na owo zdanie zwyktego jezyka (tzn. na zdanie ,,p nie jest
dowodliwe w systemie Russella”). Jezeli przyjmujesz, ze zdanie to jest
dowodliwe w systemie Russella, to tym samym jest ono prawdziwe w
sensie Russella, a przeto znéw trzeba porzuci¢ interpretacje ,,p nie jest
dowodliwe”. Jezeli przyjmujesz, ze zdanie to jest prawdziwe w sensie
Russella, to wynika stad to samo.” Dalej: jezeli zdanie to ma by¢
falszywe w jakim$§ sensie innym niz Russella, to nie stoi to w
sprzeczno$ci z tym, ze zostalo ono dowiedzione w systemie Russella.
(To, co w szachach nazywa si¢ ,,przegrang”, moze wszak w innej grze
stanowi¢ wygrang.)”

Pierwsza cze$¢ paragrafu mozna potraktowa¢ jako rekonstrukcje
semantycznego i nieformalnego dowodu pierwszego twierdzenia Godla,
ktore stwierdza, iz kazda formalna teoria bgdaca w stanie wyrazié
arytmetyke Peano jest albo sprzeczna albo niezupelna, poniewaz zawsze
istnieje jakie§ zdanie arytmetyczne, ktore jest prawdziwe, ale
niedowodliwe na gruncie tej teorii. Mozna (co czyni tez Godel)
sformalizowa¢ ten argument przy pomocy matematycznych definicji
takich kategorii semantycznych jak prawdziwos¢, dowodliwos¢,
aksjomatyzowalnos¢ itp. Juliet Floyd na przyktad zauwaza, ze pierwsza
cze$¢ paragrafu mozna by z powodzeniem uzna¢ za pewng wersje, druga
za$ za negacje twierdzenia Godla. Owa wersja twierdzenia Godla
(a takze jego dowodu), na ktorg powotuje si¢ Wittgenstein, przyjetaby w
tym wypadku nastepujaca posta¢: mamy zdanie matematyki p, ktore
mozna zinterpretowac jako ,,p jest niedowodliwe”. Jesli p jest falszywe,
to otrzymujemy dowodliwe, ale fatszywe zdanie, co nie jest mozliwe; a
zatem musi ono by¢ prawdziwe, ale niedowodliwe. Natomiast
odrzucenie twierdzenia Godla (z drugiej czgsci paragrafu) — w duzym
skrocie — wygladatoby nastepujaco: nie ma sprzecznos$ci w fatszywym,
ale dowodliwym zdaniu — fatszywos$¢ zalezy od kontekstu (czy tez od
,»2ry”). Krotko moéwige te same stowa moga czasami wyraza¢ prawde,
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a czasem falsz. W drugiej czgSci paragrafu, Wittgenstein probuje
pokazaé, ze pierwsze twierdzenie Godla nie moze mowi¢ czegokolwiek
na temat filozoficznych poj¢¢ 'prawdziwy', 'dowodliwy' itp., w
szczegOlnosci za$ nie pocigga za sobg realizmu matematycznego
(platonizm). Zamiast tego - jak twierdzi Wittgenstein — postuguje si¢ ono
definicjami tych poje¢ jako baza, z ktorej wyprowadzamy dowod,
poglad ten jest zgodny ze zdecydowanie negatywnym stanowiskiem
Wittgensteina w sprawie wyciggania filozoficznych konsekwencji z
twierdzen matematyki. Scisle rzecz biorgc, argument pojawiajacy sie w
drugiej czesci paragrafu zarazem zaklada i1 stwierdza co nastepuje: (a)
'dowdd' jest pojeciem zrelatywizowanym do systeméw formalnych (b)
'prawda’ jest pojeciem zrelatywizowanym do systemow formalnych. O
ile (a) jest bezsporne, to (b) przywoluje stary spor miedzy platonikami
1 reszta tj. formalistami, intuicjonistami, konwencjonalistami itd.) w
sprawie natury prawdy matematycznej, podejmujac pytanie o to, czy
zdania matematyczne moga by¢ prawdziwe niezaleznie od swojej
dowodliwosci? Nalezy dodaé, iz zdaniem Wittgensteina, samo pierwsze
twierdzenie Gddla nie rozstrzyga zadnego z tych pytan, semantyczne
sformutowanie dowodu (z pierwszej czgsci paragrafu) nie méwi, jego
zdaniem, niczego na temat filozoficznej natury prawdziwosci czy natury
samej matematyki. Jak wiadomo jednak, przekonanie, zgodnie z ktorym
I twierdzenie pociaga za soba platonizm, jest do$¢ rozpowszechnionym
pogladem, dodajmy, iz podobnego zdania byt sam Gdodel, a takze m.in.
Roger Penrose, ktory zauwaza, iz: ,, Twierdzenie Godla pokazuje, ze ten
punkt widzenia (formalizm) nie jest naprawde mozliwy do obrony na
gruncie fundamentalnej filozofii matematyki. Pojecie prawdy
matematycznej wykracza poza cate pojecia formalizmu. Jest co$
absolutnego czy nawet 'boskiego' w pojeciu z prawdy matematycznej.
Tego wlasnie dotyczy (...) platonizm matematyczny. Kazdy okreslony
system formalny posiada tymczasowa 1 ,ludzka” wlasnos¢. (...)
Autentyczna prawda matematyczna wykracza poza jedynie ludzkie
konstrukcjes. Wittgenstein jest zdecydowanie przeciwny opinii, jakoby

15 R. Penrose (1989): The Emperor's New Mind: Concerning Computers, Minds, and the
Laws of Physics, s.146
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te, jak to okresla, gornolotne i ambitne wnioski wynikaly z twierdzenia o
niezupetnosci. Przyjrzyjmy si¢ tresci listu do Schlicka z 1935 roku:

,Jesli ustyszysz, ze kto§ udowodnil, ze muszg istnie¢ niedowodliwe
zdania w matematyce...nie masz jak dotad pojecia co to pozornie catko-
wicie jasne nalezace do ,,prozy” zdanie méwi. Musisz wiec przebrnaé
przez dowdd od A do Z po to, by przekona¢ si¢ czego on dowodzi.
To znaczy, dopdki nie przeanalizowate$§ starannie tego konkretnego
dowodu co do ostatniego szczegolu, nie wiesz niczego”.
Innymi stowy, nie nalezy da¢ si¢ ponie$¢ (jak czyni to Penrose) sktada-
niu metafizycznych czy filozoficznych deklaracji zapoznawszy si¢ jedy-
nie z semantyczng wersja twierdzenia o niezupetnosci, ktérego sensu
zreszta nie zdotamy w pelni zrozumie¢, dopoki nie zdefiniujemy precy-
zyjnie wszystkich podstawowych poje¢ (co przeprowadza sam Godel w
swoim oryginalnym tekscie, Tarski, z kolei, w swojej matematycznej
formalizacji pojecia 'prawdy’). Zdaniem Wittgensteina kiedy juz si¢ owe
pojecia precyzyjnie zdefiniuje, wowczas okazuje si¢, ze owe dowody nie
posiadaja zadnych powaznych filozoficznych implikacji, w kazdym razie
nie w wigkszym stopniu niz pozostate dowody matematyczne. Wittgen-
steinowskie wysitki zorientowane na wyrazne oddzielenie problemow
matematyki od zagadnien filozoficznych czy metafizycznych stajg sie
bardziej czytelne jesli blizej przyjrzec si¢ tresci komentarzy zawartych w
Uwagach o podstawach matematyki, zwtaszcza fragmentom poswigco-
nym Cantorowi i1 problemowi nieskonczonosci. W tym kontek$cie uwagi
Wittgensteina na temat twierdzenia Godla okazuja si¢ jedynie szczegol-
nym przypadkiem bardziej ogolnej strategii radzenia sobie z metafizycz-
nym 'zamegtem' spowodowanym niechlujnym postugiwaniem si¢ jezy-
kiem matematyki.

TWIERDZIC COS NA GRUNCIE MATEMATYKI TO TYLE, CO
POSIADAC DOWOD. CO TO ZNACZY BYC 'DOWODLIWYM' NA
GRUNCIE MATEMATYKI? KRYTYKA TWIERDZENIA GODLA JAKO
KRYTYKA PEWNEJ FORMALIZACJI.

W jednym z fragmentéw Uwag 0 podstawach matematyki pada cy-
towana juz dla potrzeb niniejszych badan wypowiedz Wittgensteina,
dodajmy, niezwykle wazna wypowiedz, w ktorej twierdzi on mianowi-
cie, iz rozumowanie Godla interesuje go jedynie jako narzedzie ula-
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twiajace wyjasnienie tego, ,,co znaczy w matematyce zdanie w rodzaju:
‘zatdozmy, ze mozna to udowodni¢’ %6, Dowdd, podkresla Wittgenstein,
“ustanawia nowe zwiazki”, “nie stwierdza ich wystepowania; nie istniejg
one bowiem, dopdki dowod ich nie ustanowi”. I dalej: “Na gruncie ma-
tematyki jest rownie niemozliwe odkrywanie czegokolwiek, co w gra-
matyce”?. “Nowy dowdd umieszcza zdanie w ramach nowego po-
rzadku™® — pisze Wittgenstein. ,,Dlaczego chcesz ciagle patrze¢ na mate-
matyke pod wzgledem znajdowania, a nie dziatania? — pyta Wittgenstein
— Jak wielki musi wplyw mie¢ na nas to, ze postugujemy si¢ okresle-
niami ,,poprawny’’ oraz ,,prawdziwy” 1 ,,falszywy” oraz forma zdania w
liczeniu. (Krgcenie 1 kiwanie gtowa)’®. Jak juz wyzej wspomniatam, na
Wittgensteinowska koncepcja dowodu niebagatelny wptyw miaty idee
weryfikacjonizmu, finityzmu, a takze koncepcje wypracowane przez
Alice Ambrose. Par¢ spraw w tym miejscu wymaga jednak pewnego
wyjasnienia. Mozna zasadnie przypuszczaé, ze o ile na gruncie
»Srodkowej” filozofii Wittgensteina wyrazenia ‘prawdziwy’ 1 ‘dowo-
dliwy’® oraz ‘falszywy’ 1 ‘obalalny’ sa rownowazne?, to wydaje sie, ze
w przypadku stanowiska 'poznego’ Wittgensteina sprawa jest juz nieco
bardziej problematyczna, t¢ kwestie¢ mam nadzieje podda¢ blizszej anali-
zie w toku niniejszych rozwazan, w rozdziale po§wigconym Wittgen-
steinowskiej koncepcji 'dowodliwosci' w matematyce. W tym miejscu
istotne jest zwrdocenie uwagi na fakt, iz pojecie dowodu formalnego od-
powiada nie tyle pojeciu dowodu (ktérego kryterium poprawnosci jest
pelnos¢, tj. kazde zdanie logicznie prawdziwe musi by¢ formalnie do-
wodliwe) co pojeciu dowodliwosci, posiadajacemu implikacje nie do
zaakceptowania na gruncie Wittgensteinowskiej filozofii matematyki.
Ot6z postugujac sie pojeciem 'dowodliwosci' oddzielamy niejako twier-
dzenie od jego dowodu, przyjmujac, ze twierdzenia jako sformutowania

16 UPM, 322 8a.

7 UPM 111, 31 por. takze WVC 63:

18 Por. takze LFM 68 & 70 oraz UPM VII, 10

B UPM VII, 5

20 Mozna zauwazy¢ wyrazny brak konsekwencji w poshugiwaniu sie terminami: ‘dowie-
dziony’ i ‘dowodliwy’ w Wittgensteinowskich komentarzach na temat I twierdzenia.

2L Por. np. R. L. Goodstein [1972], s. 279
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twierdzen istniejg niezaleznie od swoich dowodoéw. Poniewaz, zdaniem
Wittgensteina twierdzi¢ co$ na gruncie matematyki to tyle co posiadac¢
dowdd, sformutowania twierdzen nie mogg istnie¢ gdzies niezaleznie od
swoich dowodow. Ot6z sam dowod stanowi nie tyle potwierdzenie tego,
ze wynik jego zastosowania ,,gdzie$” istnieje, ile ze wynik ten nie ist-
nieje dopoty, dopoki dowod go nie ustanowi, mozna zatem powiedzied,
iz stwarzajac nowe zwiazki pojeciowe dowod niejako przeksztatca gra-
matyke naszego jezyka. Dlatego sformulowanie twierdzenia bez znajo-
mosci jego dowodu, mozna, zdaniem Wittgensteina, traktowacé najwyzej
jako sui generis sugestie co do tego, w jaki sposob nalezy owego do-
wodu poszukiwaé. W tym konteksécie formalizacja — tj. podstawowa
metoda, ktora postuguje si¢ technika Gddla, jesli rozumie¢ ja jako abs-
trahowanie od znaczenia przy jednoczesnym wego znaczenia przenosze-
niu czy tez zachowywaniu w toku przechodzenia od pierwotnego poj¢cia
do jego formalizacji, jest tym, co jak wiemy kwestionowat Wittgenstein.

Istniejg uzasadnione podstawy, by przypuszczaé, iz przyjecie przez
Wittgensteina zalozenia, iz semantyka jest do pewnego stopnia
,,niewyraZalna”zz, natomiast jezyk ma charakter medium uniwersalnego,
moglo stanowi¢ jeden z bezposrednich powodow identyfikacji przez
niego poje¢ ,prawdziwy” 1 ,dowodliwy” (na gruncie Principia
Mathematica). “Czy w systemie Russella istniejg zdania prawdziwe,
ktérych nie da si¢ udowodni¢ w tym systemie? — Co nazywamy
zdaniem prawdziwym w systemie Russella? Co to znaczy, ze jakie$
zdanie jest 'prawdziwe'? ‘p’ jest prawdziwe = p. (To jest odpowiedz).
Tak wigc chcemy np. zapyta¢: w jakich okoliczno$ciach stwierdza si¢
jakie$ zdanie?”® — dodaje Wittgenstein w Uwagach o podstawach
matematyki. Gwoli $cistosci nalezy dodaé, ze identyfikacja ta nie
sprowadza si¢ li tylko do uznania roéwnozakresowos$ci predykatow
‘prawdziwy' i 'dowodliwy', ale wskazuje ponadto na ich rdéwno-
znacznos$¢, tj. identyczno$¢ nie tylko zakresow, ale roéwniez pojec.
Wittgenstein mogltby zatem powiedzie¢ (na temat Godlowskiego zdania
P czy tez innego dowolnego zdania matematyki), ze poniewaz ,w

22 Whaénie raczej ,,niewyrazalng” niz ,,niemozliwg”.
2 UPM, s.187.
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matematyce proces i wynik sa wzajemnie réwnowazne”", to powinno
ono uzyskiwa¢ znaczenie ha mocy wiasnego dowodu. To, co — zdaniem
Wittgensteina — nalezy zatem wyjasni¢, czy tez — S$cisle bioragc —
rozjasnic, jest sposob uzycia (a wigc ostatecznie znaczenie) wyrazenia
,by¢ dowodliwym”. Jesli chcieliby$smy jednak, mimo wszystko, nadal
uparcie obstawaé przy zatozeniu, ze zdanie ,,P jest niedowodliwe”
zostalo udowodnione, to pozostawatoby nam dokona¢ wyboru sposrod
nastepujacych alternatywzs:

(@) ktos si¢ pomylit — w tym wypadku powinien przynajmniej w
jakim$ stopniu zmodyfikowaé przyjmowang przez siebie interpretacje
wyrazenia ,,by¢ niedowodliwym”;

(b) kto$  faktycznie dowidédt P, lecz w innym systemie
matematycznym lub powiedzmy w systemie fizyki. Ten przypadek
Wittgenstein uznaje za nieproblematyczny, poniewaz z pewnoS$cig
istniejg nalezace do innych systeméw zdania prawdziwe, ktére nie sg
dowodliwe w PM. Podobnie jak mozna wskaza¢ prawdziwe zdania z
systemu PM, ktore nie sa dowodliwe ,,poza nim”;

(c) jesli po udowodnieniu (w ramach naszego wyjSciowego systemu)
zdania P, otrzymamy sprzecznosc¢, to nie musi to — zdaniem Wittgenste-
ina — by¢ przyczyng pojawiajacych si¢ w naszym systemie nieprawidto-
wosci. Wittgenstein sadzi, iz mozna w tym przypadku przypuszczaé, iz
»zasada niesprzecznosci jest po prostu w tym konkretnym wypadku fat-
szywa”. Wittgensteinowska krytyka mozliwosci (c) opiera si¢ na porow-
naniu P do zdania ktamcy (K). Poréwnanie to jest jednak problema-
tyczne, poniewaz per analogiam mozna by np. w ten sam sposob zinter-
pretowac zdanie K jako mowigce nie tyle, ze ,,K jest niedowodliwe”, ile
raczej ze ,,K nie jest prawdziwe”. Wowczas jednak znowu, w Swietle
przyjetej interpretacji, tego rodzaju rozrdznienie z punktu widzenia
Wittgensteina byloby zupetie bez znaczenia”.

Jak wiec widaé, krytyka Wittgensteina przyjmuje skrajng postaé
dyskwalifikacji zdan typu P jako calkowicie bezuzytecznych. ,,To tak,

24 UPM, dod. I, par. 82; por. takze TLP, 6.1261.

25 UPM, dod. 1ll, par. 5-9, cz. VII, par. 18-19.

% 7 powodu ‘zdania ktamcy’ prawdy arytmetyki nie mogg by¢ ‘zdefiniowane’ wewnatrz
arytmetyki Peano (PA).



Wittgensteinowska krytyka i twierdzenia Gédla a krytyka matematyki 151

jakby kto$ z pewnych zasad dotyczacych form przyrodniczych i stylu w
budownictwie wywnioskowal, ze na Mount Everest, gdzie nikt nie moze
mieszkaé, trzeba postawi¢ palacyk w stylu barokowym™” — zauwaza w
Uwagach o podstawach matematyki. Wittgensteinowska argumentacja
nie wydaje si¢ by¢ jednak catkowicie rozstrzygajaca, przede wszystkim
dlatego, ze sam fakt ,,nieposiadania” przez pewne zdanie zastosowania
nie jest wystarczajacym powodem jego dyskwalifikacji?®. Przepro-wa-
dzona przez Wittgensteina dekonstrukcja drugiego twierdzenia Godla —
ktora jednak nie bede si¢ tu zajmowa¢ — wydaje si¢ nieco bardziej kto-
potliwa, poniewaz, jak zauwaza Wittgenstein: ,,matematyczne problemy
tak zwanych podstaw tak samo nie lezg, naszym zdaniem, u podstaw
matematyki jak na namalowanej skale nie wznosi si¢ namalowany za-
mek”™. To, na co nalezy zwroci¢ w tym miejscu uwage jest istotny fakt,
iz Wittgensteinowska koncepcja dowodu matematycznego ma zwigzek
z ideg, ze matematyka ma charakter normatywny. Wittgenstein przepro-
wadza na te okoliczno$¢ ostre rozréznienie miedzy dowodem logicznym
I matematycznym a dowodem "w logice i matematyce". Dowod 'logicz-
ny' lub matematyczny np. w inzynierii wyprowadza prawdziwo$¢ da-
nego wniosku empirycznego na podstawie prawdziwosci empirycznych
przestanek zgodnie z tym, co Wittgenstein uwaza za reguly przeksztat-
cania symboli. Z kolei 'dowod w logice' lub matematyce nie tyle wywo-
dzi prawdziwos$¢ jednego zdania z prawdziwos$ci innego, ile wykazuje,
ze dane pofaczenie znakoéw jest tautologig lub réwnaniem, to znaczy
nalezy do logiki resp. matematyki. Jak wigc wida¢ Wittgensteinowskie
'pominigcie’ twierdzenia Godla, cho¢ nie ma charakteru formalnego, jest
jednak przeprowadzone w wyjatkowo eleganckim stylu.

Przy okazji niniejszych rozwazan na temat Wittgensteinowskiej teo-
rii dowodu, pozwole sobie przypomnie¢ niezwykle kluczowy w kontek-
Scie omawianego problemu fakt, Ze twierdzenie o niezupetnosci posiada

27 UPM, dod. 111:19.

28 Czy ,,nie mogloby’’ mieé ono zastosowania (by¢ moze wynalezionego), w innej grze
jezykowej?

2 Stanowisko Wittgensteina w tej sprawie jest zaskakujace, jako ze z grubsza utrzymuje on,
ze, “wszystko czym dysponujemy to odwzorowanie, funkcja projektujaca reguty jednej gry na
reguly innej gry” (Wittgenstein, PR, s. 335).
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dwie wersje: syntaktyczng i semantyczng. Pierwsza z nich stwierdza, ze
jesli arytmetyka Peano (PA) jest niesprzeczna, to jest niezupetna, ponie-
waz istnieja zdania arytmetyki A1 —A takie, ze oba nie sg dowodliwe
w PA, natomiast druga wersja glosi, ze jesli PA jest niesprzeczna, to
istniejg prawdziwe, lecz niedowodliwe zdania arytmetyki, czyli krétko
mowiac, ze: ,Istniejg prawdziwe i1 niedowodliwe zdania arytmetyki”
(Bell nazywa je ,,stabym twierdzeniem Gddla o niezupelnosci”). Godel
poswiecil wersji semantycznej wprowadzajacy paragraf w swoim tekscie
z 1931 roku, jednak, jak sadza niektorzy komentatorzy**cho¢ seman-
tyczna wersja dowodu jest prostsza, Godel niechetnie odnosit si¢ do
wszelkich prob jej naduzywania, poniewaz w dowodzie syntaktycznym
drugie twierdzenie 'szto' w tatwiejszy sposob®. To, co nalezy w tym
miejscu odnotowac to fakt, iz semantyczna wersja pierwszego twierdze-
nia natychmiast sugeruje, ze istnieje bardzo gleboki zwigzek mi¢dzy nie-
zupetoscig 1 niedowodliwo$cig prawdy w arytmetyce formalnej. Witt-
genstein, jak wiadomo odnosit si¢ mocno sceptycznie wobec przeprowa-
dzania tego rodzaju implikacji, podkreslajac wielokrotnie, iz w mate-
matyce wszystko jest algorytmem [i syntaksa] i nic nie jest zna-
czeniem [semantyka]; Wydaje si¢, ze zardéwno Floyd, jak i Shanker
zgodziliby si¢ z tym, ze kazda filozoficzna interpretacja twierdzenia
matematycznego uchodzitaby w oczach Wittgensteina po prostu za nad-
uzycie. ,,Dowod formalny dowodzi tylko tego, czego dowodzi”, pisze
Wittgenstein podkreslajac explicite, iz ,,problemow, ktore nas niepokoja,
nie jest w stanie rozwigzac co$, co jest czgscig matematyki”.

Resume: ,,Godel konfrontuje nas z nowg sytuacja”, zauwaza
Wittgenstein 2 stycznia 1939 rokus2: “Coéz na ten temat powiemy?”’®

30 Por. Bays (2004),

3L Por. Wojtowicz, K.: O naduzywaniu twierdzenia Gédla w sporach filozoficznych

http://mww.opoka.org.pl/biblioteka/F/FL/ograniczenia_godla.html

32 MS 121, 84r1.

33 Por. UPM VII, 22; 3 lipca 3, 1941, MS 124, 95r): Mozna zasadnie spyta¢, na czym polega
doniosto$¢ dowodu Gddla dla naszej pracy. Albowiem problemoéw, ktdre nas niepokoja, nie jest
w stanie rozwiazac co$, co jest czescig matematyki. — OdpowiedZ brzmi: interesuje nas sytuacja,
w jakiej umieszcza nas taki dowod. “Co mamy teraz powiedzie¢?” — Oto nasz motyw
przewodni’”. por. (MS 163,39v—40r, 8lipca 1941r.): , Interesuje mnie nie dowod Gdodla, ale
mozliwos$¢, ktora Godel uswiadamia nam w toku tej dyskusji. Dowod Godla stwarza trudnosc,
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“Nie nalezy, rzecz jasna, dziata¢ pochopnie kiedy zastanawiamy si¢ nad
tym, co chcemy powiedzie¢. W szczegolno$ci nie nalezy dziala¢
pochopnie kiedy chcemy powiedziec to, co brzmi w najwyzszym stopniu
sensacyjnie”, poniewaz ‘“sytuacje te jest trudniej oceni¢ niz moze si¢
wydawaé”. Nalezy wigec postegpowaé ostroznie unikajagc  nie
przemyslanych dziatah. W tej nowej, delikatnej sytuacji, zdaniem
Wittgensteina, zachowano si¢ niewlasciwie, nie tylko sam Godel
przedstawil swoje wyniki w sposob bezkrytyczny, ale rowniez inni zbyt
pochopnie zinterpretowali je w 'typowy' sposob. Mozna zapyta¢ zatem
dlaczego — biorac pod uwagg tak krytyczny stosunek wobec twierdzenia
Godla — sam Wittgenstein nie przeprowadzit skrupulatnej analizy tej
problematycznej  ‘sytuacji’, ktora stwarza twierdzenie Gddla,
wielokrotnie podkreslajac, iz ,,problemow, ktore nas niepokoja, nie jest
w stanie rozwigzaé co$, co jest cze$cig matematyki”’. Aby zrozumie
sedno Wittgensteinowskiego stanowiska kluczowe jest przyjrzenie si¢
epistemologicznym zalozeniom programu Hilberta, ktore - zdaniem
Wittgensteina — w pewnym stopniu rozjasniajg 6w budzacy irytacje
Wittgensteina  osobliwy  filozoficzno-matematyczny  charakter
twierdzenia Godla. Jak juz wczesniej probowatam pokazaé zrodet
Wittgensteinowskiej krytyki platonistycznej interpretacji twierdzenia
Godla nalezy szuka¢ w przyjetym przez niego zatozeniu, iz problem
filozoficzny powinno si¢ rozwigzywac jedynie w sposob filozoficzny.
Mozna na gruncie stanowiska Wittgensteina wyr6zni¢ dwie zasadni-
cze kwestie, ktore trzeba wzig¢ pod uwage w toku przeprowadzanych tu
rozwazan. Ot6z, aby zrozumie¢ czego tak naprawde dowodzi dowod
Godla, musimy rozwazy¢ zaréwno filozoficzng podstawe problemu Hil-
berta, jak i matematyczng tres¢ jego rozwigzania w postaci wyniku
Godla. Jednym z gtownych powodow tak gwattownej reakcji Wittgen-
steina na Godlowski dowdd byt fakt, iz wynik Godla postuzyt do umoc-
nienia zatozen, ktorych przyjecie, jego zdaniem, doprowadzito do kry-
zysu tzw. podstaw matematyki. ,,Mozna zasadnie spyta¢, na czym po-
lega doniosto$¢ dowodu Godla dla naszej pracy — pyta Wittgenstein —

ktéra musi pojawi¢ si¢ w bardziej podstawowym sensie. (I w tym wlasnie najwicksza zastuga
Godla dla filozofii matematyki i zarazem powod, dla ktérego to nie sam dowod budzi
zainteresowanie)*.
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albowiem probleméw, ktére nas niepokoja, nie jest w stanie rozwigzac
Cos$, co jest czescig matematyki. — Odpowiedz brzmi: interesuje nas Sy-
tuacja, w jakiej umieszcza nas taki dowdd. “Co mamy teraz powie-
dzie¢?” — Oto nasz motyw przewodni’”’%,

Owa zwigzta, jak sadza niektorzy, krytyka twierdzenia Godla przed-
stawiona zwlaszcza w czegsci VII Uwag o podstawach matematyki jest
nie tyle przestanka, ile raczej skroconym wnioskiem, bgdagcym wyni-
kiem wieloletnich rozwazan Wittgensteina na ten temat. Wittgenstein
sugeruje mianowicie, iz problem z dowodem Godla polega nie tyle na
ktopotliwych wnioskach, ktore z Hilbertowskich zatozen wyciagnat
Godel, ile na osobliwym charakterze pytania, na ktére Hilbert probowat
odpowiedzie¢ za pomocg narzedzi ‘metamatematycznych”. ,Interesuje
mnie nie tyle dowod Godla, ile mozliwos$é, ktéra Godel uswiadamia nam
w toku tej dyskusji. Dowod Godla stwarza trudno$é, ktora musi pojawic
si¢ w bardziej podstawowym sensie. (I w tym wlasnie najwicksza za-
stuga Godla dla filozofii matematyki 1 zarazem powdd, dla ktoérego to
nie sam dowdd budzi zainteresowanie)” — o$wiadcza Wittgenstein w
jednym ze swoich komentarzy. To wtasnie owa ‘trudnos¢’, ktora stanowi
sedno platonskiej interpretacji twierdzenia Godla, jest zrodtem Wittgen-
steinowskich obaw, innymi stowy przekonanie Gddla, iz udowodnil on
istnienie prawdziwych, ale niedowodliwych zdan matematycznych
mozna uzna¢ za najbardziej razacy wyraz zamg¢tu pojeciowego zwigza-
nego z publikacja twierdzenia o niezupelnosci. Zdaniem Wittgensteina
jest to jednak tak naprawde jedynie konsekwencja pewnego powazniej-
szego problemu. Jesli wyeliminujemy owg klopotliwg przestanke, wow-
czas natychmiast pozbgdziemy si¢ ewentualnych metafizycznych konse-
kwencji twierdzenia Godla. W tym, by¢ moze tkwi sita Wittgensteinow-
skiej interpretacji twierdzenia o niezupetnosci, iz rozprawia si¢ on z nim
krotko, 1 to wlasnie do pewnego stopnia to 'pobiezne’ potraktowanie te-
matu w znacznym stopniu usposobito don negatywnie logikow mate-
matycznych, dla ktorych najtrudniejsza do zaakceptowania byta wtasnie
Wittgensteinowska sugestia, iz twierdzenie Godla ma niewielki bezpo-
sredni wptyw na filozoficzne problemy kryzysu w podstawach matema-
tyki.

3 UPM VII § 22.
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Interpretacja ta w pewnym sensie jednak bagatelizuje to, co Wittgen-
stein uwazatl za glebokie implikacje dowodu Godla. Z perspektywy
Wittgensteina bowiem znaczenie twierdzenia Godla dla filozofii mate-
matyki polega nie tyle na jego roli w obaleniu, ile raczej w reductio ad
absurdum programu Hilberta. Jesli przyjecie twierdzenia Gddla stawia
nas w sytuacji dylematu sceptycznego, powiedzialby Wittgenstein, to
moze to tylko znaczy¢, ze przestanki, ktore znalazty si¢ u podstaw tej
linii rozumowania same muszg by¢ w gruncie rzeczy niezrozumiale.
Poniewaz, jak zauwaza w innym miejscu: ,,sceptycyzm nie jest (stano-
wiskiem) niepodwazalnym, ale (jest) oczywistym nonsensem jesli pro-
buje watpi¢ tam, gdzie nie moze zosta¢ postawione zadne pytanie', aby
w zapiskach z 28 grudnia 1938 roku zauwazy¢ z kolei, iz: “Godel poka-
zuje nam niejasnos$¢ pojecia ‘matematyki’, na co wskazuje fakt, iz ma-
tematyke uznawano za system”®, Istotnie, jesli przed pojawieniem si¢ w
1931 roku publikacji Godla, wielu lub wigkszo§¢ matematykow i filozo-
fow, m.in. Hilbert na og6t mocno wierzyla, iz matematyka jest syste-
mem zupetnym, czy tez mozna uczyni¢ ja pelna, to wyniki Godla — wy-
kazujace, ze nie moze istnie¢ zaden zupelny system teorii liczb oraz, ze
nie moze istnie¢ zaden zupelny system matematyki klasycznej — osta-
tecznie pozbawity ich resztek zludzen, sklaniajac do zmiany perspek-
tywy w sprawie takich zagadnien jak pojecie dowodu matematyCznego
czy prawdy matematycznejss. Wittgenstein porusza t¢ kwesti¢ w zapi-

% MS 121, 76r; 28 grudnia 1938r., por. MS 121, 27r; 27 maja 1938r., gdzie Wittgenstein
pyta: “A co z twierdzeniem, Ze nie istnieje system wszystkich systeméw, bedacym w jakims
sensie podobnym do twierdzenia méwiacego, ze nie istnieje najwigksza liczba kardynalna?” W
MS 121, 28r; 27 maja, 1938 roku, Wittgenstein dodaje: “Jest to bowiem niezwykle istotne
pytanie: jakie jest zastosowanie tego (nowego) poj¢cia z dziedziny teorii liczb poza matematyka.
Nie tylko liczby moge bowiem policzy¢ za pomoca 1, 2, 3, 4, ale takze jabtka & gdzie teraz
numer mogiby pojawi¢ sie wylgcznie w zdaniach matematycznych & w zadnych innych, lub nie
wiemy jaka role mogloby ono gra¢ poza jego rola w zdaniach matematycznych, wowczas
wskazuje to na brak jasnosci z naszej strony”).

% Per analogiam zauwaza Wittgenstein w UPM 11, 33 Cantorowska procedura przekatniowa
pokazuje, ze “na osi liczb znajduja sie rozmaite systemy punktow niewymiernych”, ale nie
istnieje “Zaden system liczb niewymiernych”, oraz “nie istnieje rowniez Zaden nadsystem, zaden
'zbior liczb niewymiernych’ charakteryzujacy si¢ nieskonczono$ciag wyzszego rzedu”, aby 4
lutego 1940 roku zada¢ kluczowe dla swoich rozwazan pytanie: ,,A co gdyby ktos powiedzial, iz
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skach z 11 lipca 1941 roku: “Moglbym powiedzieé¢: twierdzenie Godla
dostarcza nam bodzca do zmiany perspektywy, z pozycji ktorej dotad
postrzegaliSmy matematyke. Mimo, iz nie obchodzi nas to, czego on
dowodzi, to musimy jedna ,zmierzy¢ si¢ z tg matematyczng metodq do-
wodzenia”,*” by nastepnie dodaé, iz : “Tym, co mnie interesuje nie jest
twierdzenie Godla, ale mozliwosci, na ktore Gddel kieruje naszg uwage
za sprawa swojej dyskusji”®®. Sednem tej argumentacji jest zatem
Wittgensteinowskie przekonanie, ze ’probleméw, ktore nas niepokoja,
nie jest w stanie rozwigzac co$, co jest cze$cig matematyki’, twierdzenie
to posiada przynajmniej dwa istotne aspekty. Po pierwsze natura pro-
blemow, ktére nas niepokoja (m.in. problem ‘pewnosci’ prawdy mate-
matycznej) jest filozoficzna, oraz po drugie, zgodnie z Wittgensteinow-
skim postulatem metodologicznym formulujacym warunek wyraznego
oddzielenia dyskursu matematycznego i filozo-ficznego, interpretacja
twierdzenia Godla powinna zosta¢ jednak ogra-niczona do dziedziny
matematycznej.

Chociaz, istotnie publikacja twierdzenia o niezupelnos$ci wywotata
matg rewolucje w uporzadkowanym $wiecie logiki matematycznej, to,
nalezy podkresli¢, iz w przypadku Wittgensteina owa zmiana perspek-
tywy nie byla konieczna. Migdzy innymi dlatego, iz juz wczedniej
utrzymywat on znany poglad, zgodnie z ktorym matematyka stanowi
Swego rodzaju zbieraning technik i rachunkow, z ktorych kazdy niejako
wymyslany jest systematycznie 'krok po kroku'.

“matematyka stanowi klas¢ dociekan, nie za$ klas¢ zdan?”. Por. takze MS 117, 151-152, Czy
prowadzi to do konkluzji, ze — powiedziatoby si¢ w teorii mnogosci — jest ‘wigcej’ dociekan
matematycznych niz matematycznych zdan systemu? Czy ma to jaki$§ zwigzek z twierdzeniem
Godla? Jesli tak, moze by¢ to jedynie luzny zwiazek’.

37 MS 163, 40r, July 11, 1941

38 Por. MS 163, 37v, 8 lipca 1941r.
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