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Antynomia Russella a wiedza a priori
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Migdzynarodowe Centrum Ontologii Formalnej)

W pracy tej proponuj¢ wyjasnienie zagadki zawodnosci poznania apriorycznego
przez odwolanie si¢ do obecnosci w nim wiedzy tla (tacit knowledge) oraz przez
wskazanie szerszej struktury intelektualnych powigzan pomiedzy intuicyjnymi
danymi i przekonaniami w ramach tzw. horyzontu hermeneutycznego. Nieapo-
dyktyczno$¢ i praktyczna zawodno$¢ rezultatéw poznania a priori nie s3 argu-
mentami przeciwko jego istnieniu i mozliwosci.

Analiz dokonam gtéwnie na przykladzie dotyczacym antynomii Russella. Nie
omawiam réznych koncepcji poznania a priori, gdyz dla potrzeb argumentacji
przedstawionej w tym tekscie nie jest to konieczne. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze
problem pochodzenia wiedzy a priori — tzn. skad genetycznie da si¢ wywies¢ tego
rodzaju poznanie, a w szczegdlnosci, Ze inspiracja dla niego, w oczywisty sposdb,
moze by¢ doswiadczenie zmyslowe (np. spostrzezenia wzrokowe pewnych przed-
miotéw realnych) — jest bez znaczenia dla poruszanej kwestii. Wynika to z faktu,
ze wiedza a priori nie dotyczy bezposrednio obiektow zmystowych i formutowa-
na jest in statu nascendi bez uzycia empirii. Nie da si¢ uzasadni¢ oczywistosci na
przykiad aksjomatu komprehensji poprzez wskazywanie okreslonych doswiad-
czen zmyslowych, spostrzezen czy doznan konkretnych oséb lub ich grup. Istot-
ng role w tym ma natomiast do§wiadczenie intelektualne. Rzecz pomysélana nie
jest rzeczg zmystowo dang.

Zanim podam sformulowanie antynomii Russella, warto zauwazy¢, ze jej
podstawowa i powszechnie znana filozoficzna konsekwencja dotyczy wlasnie oce-
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ny wartos$ci poznawczej wiedzy intuicyjnej, ktora jest uzyskiwania na podstawie
dostrzegania pewnych intuicyjnie oczywistych i - jak sie wydaje — apodyktycznie
koniecznych praw i wlasnosci. Jak zatem powszechnie wiadomo, antynomia ta
moze by¢ uzyta jako przyktad zawodnosci wiedzy intuicyjnej: zawodnosci na-
rzucajacej sie oczywistosci czegos. Z tego za$, zdaniem wielu', wynika koniecz-
nos¢ odrzucenia istnienia wiedzy apriorycznej i jej klasycznej koncepcji, zgodnie
z ktora, wiedza a priori jest wiedzg naoczng, czysto intelektualng, nieempirycz-
ng, pozaformalng, pewna, konieczng, apodyktycznie prawdziwg i niepowatpie-
walng. Rezultaty tej wiedzy moga jednak dotyczy¢ poznania empirycznego; por.
np. aprioryczne prawa dotyczace spostrzezenia wzrokowego, jakosci barwnych
etc. Z powodu wykrycia zawodnosci wiedzy intuicyjnej matematycy zaczeli sto-
sowac $cista formalizacje i aksjomatyzacje oraz odeszli od intuicyjnej wersji teo-
rii zbioréw Georga Cantora.

Sprawa wiedzy a priori w matematyce zwigzana jest z szeregiem kolejnych
kwestii, np. czy istniejg pozaformalne, czysto intelektualne fakty w matematyce,
tzn. dane obiektywnie, okreslone nie tylko w wyniku uprzedniego zadania $cislej
formalizacji i regul inferencji? Czy rzeczywiscie w matematyce anything goes?
Czy matematyka to tylko dziedzina szeroko pojetej kultury, rozwijajaca sie jedy-
nie jako forma swobodnego, nieokreslonego rzeczowo dyskursu w $wiecie zde-
terminowanym prawami socjologii, ekonomii i polityki, gdzie jedyna koniecz-
no$¢ wynika z przyjetych konwencjonalnie regut i gdzie chwilowa i przemijajaca
jej postac jest wynikiem consensus communis pewnej grupy specjalistow?

W matematyce tego typu sytuacje kryzysowe wystepowalyby jedynie wow-
czas, gdyby matematycy nie mogli ustali¢ wspolnego stanowiska. Rozwigzaniem
danego problemu byloby przyjecie jakiegokolwiek rozwigzania (np. ad hoc), na-
wet niejawnie absurdalnego, byleby zostalo ono zaakceptowane czasowo ex cat-
hedra.

Jednym ze zwolennikéw wiedzy apriorycznej w matematyce i jej fenomeno-
logicznej koncepcji byt Kurt Godel. Wskazywal on, ze Zrédlem, z ktérego wyra-
sta wiedza matematyczna, jest wiedza pozaformalna i wglady. W szczegolnosci
wyrdznit ,matematyke wlasciwg” jako ogoét tych prawd matematycznych, ktore
s3 oczywiste nie na podstawie dowodu formalnego, lecz na podstawie wgladu.

' Literature i przeglad stanowisk do tego zagadnienia podaje w pracy Z. Krdl Intuition and History:

Change and the Growth of Mathematical Knowledge, ,International Journal for Knowledge and
Systems Science” 2005, Vol. 2(3), s. 22-32.
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dania ,,matematyki wlasciwej” — proper mathematics - maja prawdziwo$¢ abso-
lutng, tj. niezalezng od konkretnej formalizacji i teorii. Zdania takie — zdaniem
Godla - muszg istnie¢ zawsze, a ich przykladem s3 zdania typu: ,,Jezeli przyjac
takie a takie aksjomaty, to prawdziwe jest takie a takie twierdzenie”, czy pojedyn-
cze zdania finitystycznej teorii liczb naturalnych (np. ,,2 + 2 = 47). Godel pisat*:

(...) [Z]adanie zaksjomatyzowania matematyki wlasciwej odbiega od zwy-
klego rozumienia aksjomatyki, w pierwszym przypadku bowiem aksjomaty
nie s dowolne, lecz muszg stanowi¢ trafne zdania matematyczne, w dodat-
ku oczywiste bez dowodu. Nie sposob unikna¢ koniecznoéci przyjmowania
pewnych aksjomatéw lub regul wnioskowania jako oczywistych bez dowodu,
dowody muszg bowiem miec¢ jaki$§ poczatek’.

Niesprzeczno$¢ ta [tj. aksjomatyzacji matematyki wlasciwej] jest czyms$ oczy-
wistym (mozna jej wigc nie zakladac), jezeli teorie mnogo$ci uznajemy za ma-
tematyke wlasciwa. (...) Jezeli bowiem rozwazane aksjomaty jawia mu sie¢ jako
trafne, to jawig mu si¢ one réwniez (z ta3 samg pewnoscig) jako niesprzeczne.
Posiada zatem wglad matematyczny niewywodliwy z jego aksjomatow*.

(...) [D]la dowolnego dobrze okreslonego systemu aksjomatow i regut zdanie
stwierdzajace ich niesprzeczno$¢ (a raczej rbwnowazne mu zdanie teorii liczb)
jest niedowodliwe na podstawie tych aksjomatéw i regul, o ile te aksjomaty
ireguly sg niesprzeczne i wystarcza do wyprowadzenia okres$lonego fragmen-
tu finitystycznej arytmetyki liczb catkowitych. Wtasnie to twierdzenie szcze-
gélnie dobrze uwidacznia zasadniczg niezupelno$¢ matematyki. Albowiem
wyklucza ono, by kto$ zbudowat pewien dobrze okreslony system aksjomatéw
i regul i niesprzecznie wyglosil nastepujace zdanie na jego temat: Wszystkie
te aksjomaty i reguly jawiag mi sie (z matematyczng pewnoscia) jako trafne,
a ponadto uwazam, Ze zawierajg one calo$¢ matematyki®.

Por. K. Godel, Some basic theorems on the foundations of mathematics and their implications; w:
K. Godel, Collected Works, t. III: Unpublished Essays and Lectures, ed. S. Feferman, New York,
Oxford 1995, s. 304-323. Cytaty podaje¢ w tlumaczeniu Marcina Poregby: K. Gédel, O pewnych
zasadniczych twierdzeniach dotyczgcych podstaw matematyki i wnioskach z nich plyngcych,
»Studia Semiotyczne” 2019, nr 32(2), s. 9-32.

K. Godel, O pewnych zasadniczych twierdzeniach dotyczgcych podstaw matematyki i wnioskach
z nich ptyngcych, dz. cyt., s. 10.

Tamze, s. 15.

Tamze, s. 14-15. Emfaza pochodzi od Godla.
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Godel formulowal swoje przekonania na podstawie rezultatow i doswiadczen
matematycznych, do ktérych doszedl, dowodzac swych stynnych twierdzen®.
Byl zwolennikiem poznania w ramach wgladu matematycznego, dzigki ktéremu
uzyskujemy niepowatpiewalny dostep do pewnych prawd matematycznych. Byt
wiec zwolennikiem (pewnej formy) wiedzy i poznania a priori.

Konstruujac matematyke wlasciwa, musimy jednak liczy¢ si¢ z okreslonymi
uwarunkowaniami, gdyz - jak wiemy - pewne oczywiste zasady i wglady moga
okaza¢ si¢ zawodne. W szczegélnosci dotyczy to antynomii Russella. Jest ona
przykladem obiektywnego problemu intelektualnego, ktérego nie da si¢ pomi-
nac i rozstrzygnac czysto konwencjonalnie. Nie da si¢ go uzna¢ za malo wazny
ani w matematyce i logice, ani w filozofii. Z drugiej strony jest to trudno$¢ do-
magajaca sie rozwigzania i odpowiedzi, gdyz bez tej odpowiedzi pewne wazne
teorie naukowe - réwniez te istotne w przyrodoznawstwie — przestaja by¢ dobry-
mi i racjonalnymi teoriami naukowymi. Problem jest takze intrygujacy z czy-
sto intelektualnego punktu widzenia: jak jest mozliwe, ze co$, co wydaje nam
sie niepodwazalnie oczywiste, okazuje si¢ czym$ nieprawdziwym i zawodnym.
Gdzie tkwi zrédto bledu? Nawet odrzucajac mozliwos¢ poznania apriorycznego,
pozostaje do wyjasnienia, jak to jest mozliwe, ze zazwyczaj wyniki uzyskiwane
w oparciu na poczuciu oczywistosci okazujg si¢ jednak poprawne. Odpowiedz
na postawione pytania okazuje si¢ istotnie niezalezna od psychologii, socjologii,
ekonomii i kulturoznawstwa.

Antynomia Russella jest formulowalna w intuicyjnym, potocznym jezyku.
Staje si¢ ona wzorcem dla pewnych sytuacji, ktére moga pojawic si¢ w catkowicie
sformalizowanych jezykach sztucznych i wyrazonych w nich teoriach budowa-
nych dla potrzeb matematyki, logiki i — na przyklad - fizyki. W czasie budowy
takich jezykow i teorii musimy sie z tg antynomig liczy¢ i jej unika¢. Obecnie, tj.
po jej odkryciu w sformalizowanym kontekscie, uwzgledniamy ja jednak wczes-
niej, tj. zanim dokonamy formalizaciji.

Na czym polega antynomia Russella i dlaczego wydaje si¢ wynikac ze skad-
ingd oczywistych i apodyktycznie prawdziwych zasad, takich jak aksjomat kom-
prehensji? Aksjomat ten stwierdza, ze uzywajac dowolnych wtasnosci, zawsze
mozemy utworzy¢ zbidr, do ktérego nalezg wszystkie i tylko te przedmioty, ktore
posiadaja dang wlasno$¢. Na przyklad wlasnos$¢ bycia mieszkanicem Warszawy

¢ Por. omdwienie tych spraw w pracy S. Krajewski, Twierdzenie Godla i jego interpretacje

filozoficzne. Od mechanicyzmu do postmodernizmu, Warszawa 2003.
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wyznacza pewien obiekt, ktéry nazywamy ,,zbiorem mieszkancow Warszawy”.
Albo wlasno$¢ ,bycie cztonkiem rady naukowej pewnej instytucji” wyznacza
zbidr, do ktorego nalezg okreslone osoby. Zbidr ten nie jest zadng osoba, jest na-
tomiast pewnym nowym, abstrakcyjnym obiektem: jest czyms wiecej niz tylko
luzng grupa swoich elementow. Jest nowa cafoscig, ktora jest czyms wigcej niz ele-
menty ja tworzace. Wida¢ to wyraznie wtedy, gdy zaczynamy wykonywac pewne
operacje na zbiorach.

Czesto rézne wlasnoséci wyznaczajg zbiory o identycznych elementach. Na
przyklad zbidr, ktérego elementami sg osoby znajdujace si¢ na okreslonej liscie
mailingowej i osoby bedace cztonkami rady naukowej pewnej instytucji Przy-
padkiem jest tak, ze kazda osoba, ktdra nalezy do zbioru oséb bedacych czton-
kiem tej rady naukowej, jest na naszej liScie. Zazwyczaj przyjmuje sig, ze te dwie
rézne wlasnoéci wyznaczaja jeden i ten sam zbior, gdyz mozna zatozyc, ze zbiory
uznajemy za identyczne, jesli majg te same elementy. Taka koncepcje zbioru zwa-
na jest ekstensjonalng. W koncepcji ekstensjonalnej uznajemy za drugorzedny
powdd, dla ktdrego taczymy w zbidr elementy, a wazny jest tylko wynik tej ope-
racji laczenia, tj. ktére elementy trafiajg do zbioru’”.

Ludzie nie od razu zauwazyli, Ze istnieje mozliwo$¢ traktowania wielosci do-
wolnych przedmiotéw jako nowego abstrakcyjnego przedmiotu, majacego nowe
wlasnosci nie bedace sumg wlasnoséci swoich elementéw. Okazuje sie zatem, ze
aby powstal zbiér, musimy pomysle¢ pewna nowa calos¢ i ujaé jako calos$¢ pewna
dowolng wielo$¢ elementéw. Inaczej nie potrafilibysmy odrézni¢ dwoch catosci
zfozonych odpowiednio z dwdch i trzech elementéw od jednego zbioru piecio-
elementowego. To ujecie calosci, niezaleznie od tego, jakiego jest charakteru, tzn.
czy jest jedynie czym$ pomyslanym, czy istniejagcym niezaleznie od jakichkol-
wiek aktow §wiadomosci, jest czyms realnym. Wszedzie, gdzie jest wielo$¢ - jak
sie zdaje - istnieje aprioryczna i niczym nieograniczona mozliwo$¢ tworzenia
zbioréw. Dlatego jest nieistotne, czy zbiory juz ,,tam” sg gotowe, czy tez trzeba je
ujac¢ lub ,zawigzac”. Nie jest to tez zadaniem psychologii wyjasni¢, co sie wtedy

7 Pomijam tu rozwazania dotyczace roznicy pomiedzy koncepcja ,,zbioru czego$’, czyli zbioru,

ktérego elementy sa pewnymi okre$lonymi obiektami, np. ludZmi, przestrzeniami liniowymi,
a koncepcja ,zbioru bezjako$ciowych punktéw”, ktérego elementami sa obiekty w danej
formalnej teorii zbioréw (lub scislej: w jej modelu), np. w ZFC, lub zbioréw utworzonych
przez ,atomy’, czyli ,punkty” nie posiadajace struktury wewnetrznej, w tym struktury
teoriomnogosciowej. Przykladem takiego atomu jest zbidr pusty lub atomy w ZFA (teorii
zbioréw ZF z atomami). Formalnie, zbiér dwdch algebr Liego jest rézny od zbioru dwoéch liczb
naturalnych, gdyz w sensie ekstensjonalnym nie majg tych samych elementéw.
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dzieje. Psychologia zajmuje si¢ empirycznymi mozliwosciami, na przyklad tym,
ze pewne obiekty zostaly przez kogos pomyslane, wigc stwierdza, ze jest mozli-
wym ich pomyslenie przez kogos. Nie jest natomiast w stanie stwierdzi¢, co jest
mozliwe bez stwierdzenia faktycznej realizacji jakiego$ procesu psychicznego lub
jego zawarto$ci (korelatu). Rzeczywiste wspotwystepowanie pewnych zjawisk
okazuje si¢ nieistotne z apriorycznego i rzeczowego punktu widzenia, nawet je-
$li dotyczyloby kazdego realnego czlowieka czy uczonego, gdyz istnieje zawsze
mozliwos¢ pomyslenia, ze dany proces zachodzitby w inny sposéb. Mozliwos¢
pomyslenia czego$ nie jest rzeczywista, a wiec empirycznie wykrywalnag, reali-
zacja, urzeczywistnieniem czego$ pomyslanego. Prawa aprioryczne przekraczaja
jednostkowos$¢ wlasciwg prawom empirycznym. Ich zawodnos¢ wynika, w prze-
ciwienstwie do praw empirycznych, nie z tego, ze sa w najlepszym razie indukcyj-
nymi uogélnieniami, ale z obecnosci ukrytych zalozen, aktywnych w konstytucji
towarzyszacego im poczucia oczywistosci.

Wydaje si¢ zatem intuicyjnie oczywistym, ze dla dowolnej wlasnosci istnie-
je odpowiadajacy jej zbior elementéw posiadajacych te wlasnoé¢. Z intuicyjnego
punktu widzenia istnieja zbiory, ktore zawieraja same siebie jako jeden z elemen-
tow. Na przyklad, zbior zawierajacy wszystkie zbiory nieskoniczone - a jak wiemy
z teorii Cantora zbioréw nieskonczonych jest nieskonczona ilos¢ i tworza one
tzw. raj Cantora. A zatem skoro zbidr zbioréw nieskonczonych zawiera nieskon-
czong ilo$¢ elementdw, sam jest nieskonczony, a wigc jest swoim wlasnym ele-
mentem: ,,Z nalezy do Z”, gdzie Z oznacza ,,zbiér wszystkich zbioréw, ktoére sa
nieskonczone”. Z drugiej strony nie kazdy zbidr jest swoim wlasnym elementem.
Na przyktad zbiér wszystkich czlonkéw rady naukowej okreslonej instytucji nie
jest osoba zatrudniong w tej instytucji i nie jest cztonkiem tej rady, nie jest wiec
swoim wlasnym elementem.

Teraz mozemy powrdci¢ do sformulowania antynomii Russella. Skoro wydaje
sie, ze dla dowolnej wlasnosci istnieje odpowiadajacy jej zbidr elementéw posia-
dajacych dang wlasnos$¢, to w szczegdlnosci mozemy utworzy¢ zbior, do ktérego
nalezg te zbiory, ktére nie s3 swoimi wlasnymi elementami. Ten zbiér — powiedz-
my y - jest nowym zbiorem zawierajacym tylko te zbiory x, dla ktérych jest praw-
da, ze ,,x nie nalezy do x”. Zbiodr y zawiera wiec w szczegdlnosci nasz wczesniejszy
zbior x zlozony z czlonkéw rady naukowej danej instytucji. Mozemy jednak za-
pytac, czy zbior y posiada wlasnos¢ niebycia swoim wlasnym elementem?
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Na podstawie prawa wylaczonego $rodka istniejg dwie mozliwosci: albo y po-
siada wlasnos¢, ze .,y nalezy do y” (czyli ze y jest swoim wlasnym elementem),
albo y posiada wlasnos¢, ze ,,y nie nalezy do y”. W obydwu przypadkach otrzy-
mujemy sprzeczno$¢: jesli y nalezy do y, to y posiada wlasnos¢, ze y nie nalezy do
¥, ajesli y nie nalezy do y, to y posiada wlasnos¢, ze y nalezy do y. Widzimy wiec,
ze y nalezy do y wtedy i tylko wtedy, gdy y nie nalezy do y. Otrzymujemy wiec
sprzeczno$¢, gdyz z aksjomatu komprehensji wynikaja dwa zdania sprzeczne.
Natomiast z dwdch zdan sprzecznych wynika dowolne zdanie i teoria, w ktdrej
da si¢ sformutowac antynomie, czyli dowod zdan sprzecznych, zawiera w zbiorze
swoich tez dowolne zdanie. Na przyklad jesli stwierdzamy w takiej teorii, ze co$
jest takie to a takie, to stwierdzamy, ze co$ nie jest tez takim, gdyz oprdécz dowol-
nego twierdzenia dowodzimy jego zaprzeczenia.

W 1902 roku Gottlob Frege konczyl wlasnie drugi tom swoich Grundge-
setze der Arithmetik®. Ksiazka byla juz w druku, gdy otrzymat list od Bertran-
da Russella donoszacy mu, Ze w pierwszym tomie Zasad arytmetyki znajduje si¢
sprzeczno$¢. Byta ona sformulowana w nieco inny sposdb, niz tutaj podatem,
ale dotyczyla w istocie opisanego powyzej problemu. Russell odkryt antynomie
ponad rok wcze$niej, w czerwcu 1901 roku, a przedstawit ja w 1903 roku w swo-
ich Principles of Mathematics®. Antynomia byla odkryta niezaleznie przez Ern-
sta Zermela okolo roku 1902 i zakomunikowana Hilbertowi'. Skutki tej prostej
antynomii byty porazajace dla systemu Fregego i koncepcji logicyzmu. Ta prosta
sprawa wywolala ogromny kryzys w podstawach matematyki w XX wieku, ale
z drugiej strony - jak stwierdzil Jean Van Heijenoort - ,,paradoks Russella byt
ozywczym zaczynem dla wspolczesnej logiki i zajmowala si¢ nim niezliczona
ilo¢ prac™. Przez nastepne kilkadziesigt lat uczeni probowali tak sformutowaé
teorie zbioréw i fundamentalne teorie matematyczne, aby w jak najmniej ogra-
niczony sposdb moc uzywac aksjomatu komprehensji, ktory dalej wydawat si¢
apodyktycznie prawdziwym, a tylko jego konsekwencje byty nie do przyjecia'.

8 Por. G. Frege, Grundgesetze der Arithmetik: begriffsschriftlich abgeleitet, Jena 1893 (Bd. I), 1903
(Bd.II).

Por. B. Russell, The Principles of Mathematics, Cambridge 1903.

Informacje te podaje za J. Van Heijenoort, From Frege to Godel: a source book in mathematical

logic, 1871-1931, Cambridge 1967, s. 124.

Tamze.

Czytelnik moze zapoznac si¢ z tymi sprawami w klasycznej pracy A.A. Fraenkel, Y. Bar-Hillel,

A. Lévy Foundations of set theory, Studies in Logic and the Foundations of Mathematics, Vol. 67,

Amsterdam, London 1973, passim.
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Antynomia Russella doprowadzita do powstania aksjomatycznej teorii zbioréw,
w tym podstawowego dzi$ w codziennej praktyce badawczej systemu ZFC (Zer-
melo-Fraenkela z aksjomatem wyboru) oraz dziesigtkéw innych systemoéw teorii
zbiorow".

W pierwszej chwili rozumowanie doprowadzajace do antynomii Russella wy-
daje sie zwykla zonglerka stowami i powierzchowna sztuczka. Jednak okazuje
sie, ze przyjecie, iz dowolna wielo$¢ elementéw moze by¢ pomyslana jako catosé
wydaje sie - wbrew poczuciu oczywistosci — niezgodne z prawda, gdyz nie mo-
zemy tak w pewnych przypadkach uczyni¢. Dokladniej méwigc: zalozenie to jest
niezgodne z innymi naszymi intuicjami, a w szczegdlnosci z pewnymi nieaktowo
przyjetymi ukrytymi zalozeniami, ktérych przyktady za chwile podam. Oznacza
to, Ze co$ jest nam intuicyjnie dane i przed-rozstrzygniete, zanim rozpocznie-
my formalizacje. Dlatego zbiér tych przed-okreslen, nieaktowych (implicite)
i aktowych (explicite sformulowanych) decyzji - czyli intelektualne $rodowisko,
w ktorym tworzona jest wiedza matematyczna — nazywam horyzontem herme-
neutycznym. Podobnym prostym i niezmiernie istotnym faktem jest paradoks
(antynomia) ktamcy, w ktérym stwierdzenie ,to tutaj zapisane zdanie jest zda-
niem falszywym?”, prowadzi do stwierdzenia, ze jesli zdanie to jest prawdziwe, to
musi by¢ tak, jak zdanie to stwierdza, a wigc musi by¢ zdaniem falszywym i vice
versa.

Zaréwno Cantor, jak i inni matematycy, ktdrzy przyczynili si¢ do powstania
teorii zbioréw (Boole, Dedekind, Frege, a potem Russell, Zermelo, Fraenkel itd.)
intuicyjnie preferowali ekstensjonalng koncepcje zbioru. Koncepcja intensjonal-
na zbioru to taka, w ktdrej traktujemy zbiory jako zlozone zaréwno z elementow,
jak i ,otoczki”, ktora taczy je w cato$¢!. Przykladem ,,otoczki” sg wlasnosci, czyli
~powody”, dla ktorych elementy trafiaja do danego zbioru. Zbiory sa wiec iden-
tyczne intensjonalnie, jesli majg identyczne nie tylko elementy, ale i otoczki'.
Aksjomat ekstensjonalnosci ,,skleja” wszystkie otoczki i w takiej koncepcji dane
elementy moga utworzy¢ tylko jeden zbidr. Zbiory intensjonalne s identyczne,

Tamze.

Rézne rodzaje ekstensjonalnoéci, intensjonalnosci oraz sformulowania odpowiednich
aksjomatéw przedstawiam w pracy Z. Krdl Uwagi o stylu historycznym matematyki i rozwoju
matematyki, w: Swiaty matematyki. Tworzenie czy odkrywanie?, red. 1. Bondecka-Krzykowska,
J. Pogonowski, Poznan 2010, s. 203-234.

Oczywiscie, kwestia identycznosci otoczek tez nie jest trywialna. Mozemy jednak roboczo
przyjaé, ze wlasnoéci rownowazne logicznie (w danej teorii) sa identyczne.

160



Antynomia Russella a wiedza a priori

jesli majg zaréwno te same elementy, jak i identyczne (np. rownowazne logicznie
w danej teorii) otoczki. Koncepcja tu podana rézni si¢ od zwykle przyjmowanej
definicji zbioréw intensjonalnych, gdyz najczesciej za intensjonalne koncepcje
uznaje si¢ takie, ktore zawieraja jakiekolwiek ograniczenie tzw. aksjomatu eks-
tensjonalno$ci: dwa zbiory sg identyczne, jesli majg te same wszystkie elementy'®.

Wspomnialem o ,,ukrytych nieaktowych zalozeniach”, ,,przed-rozstrzygnie-
ciach” etc., ktére odpowiadajg za poczucie oczywistosci towarzyszace aksjoma-
towi komprehensji. W chwili obecnej u§wiadamiamy sobie caly szereg takich
dawniej - tj. w poczatkowym stadium rozwoju teorii zbioréw — ukrytych - czyli
nieuswiadamianych explicite — zalozen i ,intuicyjnych rozstrzygnie¢”. Jednym
z nich jest wlasnie ekstensjonalna koncepcja zbioru i aksjomat ekstensjonalnosci.
Okazuje sig, ze uzycie koncepcji intensjonalnej w wersji z ,,otoczkami” w pew-
nych wersjach uniemozliwia sformutowanie antynomii Russella. Z intuicyjne-
go punktu widzenia, ktéry jednakze moze by¢ $cisle sformalizowany, eksten-
sjonalnos¢ polega na utozsamianiu, ,,zlepianiu”, réznych intensjonalnie zbioréw.
W wersji intensjonalnej mamy wiecej zbioréw, a zbiory rézne intensjonalnie sa
uznawane za identyczne i nieodréznialne na mocy aksjomatu ekstensjonalnosci.
Jesli - jak bylo w poczatkowej fazie rozwoju teorii zbioréw — przyjmujemy za De-
dekindem' - aksjomat ekstensjonalnosci bez uswiadamiania sobie mozliwych

¢ Por. np. R. Hinnion Intensional Positive Set Theory, ,Reports on Mathematical Logic” 2006, Vol.

40, s. 107-125, P.C. Gilmore An intensional type theory: motivation and cut-elimination, ,,Journal
of Symbolic Logic” 2001, Vol. 66, s. 283-400 oraz program matematyki intensjonalnej (por.
Intensional Mathematics, ed. S. Shapiro, New York 1984). Por. takze P. T. Johnstone, The point of
pointless topology, ,Bulletin of the American Mathematical Society” 1983, Vol. 8(1), s. 41-53.

Aksjomat ten sformulowal Dedekind w 1888 roku nastepujaco: ,Es kommt sehr hiufig
vor, dass verschiedene Dinge a, b, ¢, ... aus irgend einer Veranlassung einem gemeinsamen
Gesichtspunkte aufgefasst, im Geiste zusammengestellt werden, und man sagt dann, dass sie ein
System S bilden; sie sind enthalten in S; umgekehrt besteht S aus diesen Elementen. Ein solches
System S (oder ein Inbegriff, eine Mannigfaltigkeit, eine Gesammtheit) ist als Gegenstand
unseres Denkens ebenfalls ein Ding; es ist vollstindig bestimmt, wenn von jedem Ding
bestimmt ist, ob es Element von S ist oder nicht. Das System S daher dasselbe wie das System T,
in Zeichen S = T, wenn jedes Element von S auch Element von T, und jedes Element von T auch
Element von § ist. Fiir die Gleichférmigkeit der Ausdrucksweise ist es vortheilhaft, auch den
besonderen Fall zuzulassen, dass ein System S aus einem einzigen (aus einem und nur einem)
Element a besteht, d.h. dass das Ding a Element von S, aber jedes von a verschiedene Ding kein
Element von S ist. Dagegen wollen wir das leere System, welches gar kein Element enthailt, aus
gewissen Griinden hier ganz ausschlieflen, obwohl es fiir andere Untersuchungen bequem sein
kann, ein solches zu erdichten”; por. R. Dedekind Was sind und was sollen die Zahlen?, vierte
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jego ograniczen, to oznacza to dokonanie pewnego ukrytego rozstrzygniecia,
czyli akceptacji wyniku pewnych nieuswiadamianych operacji intelektualnych,
ktére w tym przypadku polegaja na utozsamianiu, ,,sklejaniu” mozliwych do od-
réznienia obiektow.

Kolejnym ukrytym przekonaniem i zalozeniem prowadzacym do catkowi-
cie $cidle okreslonych rezultatéw i teoretycznych decyzji jest przekonanie o jed-
norodno$ci uniwersum zbioréw. Jednorodno$¢ ta polega na intuicyjnym, nie-
uswiadomionym, cho¢ faktycznie obowigzujgcym i aktywnie okreslajgcym naszg
swiadomg dziatalnos¢ badawczg, rozstrzygnigciu, ze wszystkie zbiory sa poroéw-
nywalne i sg obiektami ,jednego i tego samego rodzaju”. Formalnie wyraza si¢
to w uzyciu tylko jednej, okreslonej w calym uniwersum, relacji nalezenia do
zbioru. Z kolei mozliwos$¢ odrdznienia zbioréw i - na przyktad - klas, czego rze-
czywiscie dokonano w celu uniknigcia antynomii Russella (por. np. system NBG
- von Neumanna-Bernaysa-Gddla) wskazuje, na czym ta jednorodnos¢ dodat-
kowo moze polegaé, oraz — wobec mozliwosci wyrdznienia réznych rodzajow
zbioréw - na intuicyjnym wyborze i preferencji koncepcji jednorodnej. Obecnie
postugujemy sie koncepcjami teorii zbioréw z wieloma relacjami nalezenia ele-
mentu do zbioru'®. Dawniej, nieaktowo i implicite nasza $wiadomos¢ zdecydowa-
fa, ze uniwersum jest jednorodne. Antynomia nie powstaje, jesli uzy¢ np. dwdch
réznych relacji nalezenia elementu do zbioru.

Fakt pozaformalnego sklejania obiektéw w $rodowisku intuicyjnym oraz
zalozenia stojgce za narzucajaca sie intuicyjnie akceptacjg antynomii Russella
wskazujg na istnienie intuicyjnych przed-zalozen o charakterze ontologicznym.
Antynomie mozna bowiem odczyta¢ jako horyzontalng hipoteze stwierdzajaca,
ze wszystkie pojecia sq zbiorami w jednorodnym uniwersum. W tym sensie anty-
nomia jest dowodem nie wprost falszywosci tego zalozenia: pojec jest wiecej niz
jednorodnych zbioréw i nie kazdemu pojeciu odpowiada zbiér w ekstensjonal-
nym $rodowisku.

Aufsgabe, Braunschweig 1917, s. 1-2 (zachowalem pisowni¢ oryginalu).

Por. np. R. Hinnion, About the coexistence of classical sets with non-classical ones: a survey, ,Logic
and Logical Philosophy” 2003, Vol. 11, s. 79-90; M. Randall Holmes The structure of ordinals
and the interpretation of ZF in double extension set theory, ,Studia Logica” 2005, Vol. 79, s. 357-
372, A. Kisielewicz, Double extension set theory, ,,Reports on Mathematical Logic” 1989, Vol. 23,
s. 81-89, A. Kisielewicz A very strong set theory?, ,Studia Logica” 1998, Vol. 61, s. 171-178.
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Jak juz wielokrotnie wskazywalem, analogiczna teza ontologiczna zwigzana
byta z odkryciem niewspoimiernoséci boku kwadratu z jego przekatna'. Pitago-
rejczycy pierwotnie byli przekonani, ze ,,wszystko jest liczbg naturalng”. Innych
liczb nie znali, a liczby wymierne, ,ulamki”, zostaly wyeliminowane z mate-
matyki w sposéb metodyczny i swiadomy. Oznaczalo to, ze wszystkie obiekty
$wiata i matematyki dalo sie opisac liczbami naturalnymi i prostymi — kwinta,
kwarta, oktawa etc. — proporcjami pomiedzy nimi. Dowdd niewspdtmiernosci
w wersji przekazanej przez Arystotelesa byl dowodem, ze tak nie jest, i przebie-
gal nastepujaco. Zalézmy, ze wszystko w $wiecie da si¢ opisac liczbami natu-
ralnymi. W szczegdlnosci dotyczy to wszystkich obiektow geometrycznych i ich
wlasnosci, a wiec na przyklad kwadratow. Jesli bok kwadratu i jego przekatna sg
opisywane jakimis liczbami, a wszystkie liczby sg liczbami naturalnymi, to jesli
bok i przekatna sg pewnymi liczbami, to muszg by¢ albo parzyste, albo nieparzy-
ste. Niezaleznie jednak od tego, jaka liczba naturalng jest bok, prowadzifo to do
stwierdzenia, ze przekatna musi by¢ rownoczesnie liczbg parzysta i nieparzysta,
a takiej liczby naturalnej nie ma*. Zatem interpretowany ontologicznie dowdd
niewspdtmiernosci pokazywal, ze nie wszystkie obiekty matematyczne sg liczba-
mi. Spowodowalo to wielowiekowy podzial matematyki, nie tylko starozytnej, na
dwie zupetnie oddzielone nauki: arytmetyke (wraz z muzyka) i geometri¢ (wraz
z astronomig).

Czy dzisiaj udalo si¢ do konca rozwigzac problem antynomii Russella? Moim
zdaniem: nie. W dalszym ciggu trwaja proby znalezienia wytlumaczenia tej an-
tynomii i znalezienia sensownej strategii jej unikania. Sensowno$¢ oznacza jed-
nak intuicyjng jasnos¢ i prostote?'.

19 Por. np. Z. Krdl, Platonism and the development of mathematics. Infinity and geometry, Warszawa

2015.

»For all who effect an argument per impossibile infer syllogistically what is false, and prove the
original conclusion hypothetically when something impossible results from the assumption
of its contradictory; e.g. that the diagonal of the square is incommensurate with the side,
because odd numbers are equal to evens if it is supposed to be commensurate. One infers
syllogistically that odd numbers come out equal to evens, and one proves hypothetically the
incommensurability of the diagonal, since a falsehood results through contradicting this. For
this we found to be reasoning per impossibile, viz. proving something impossible by means of an
hypothesis conceded at the beginning”. Arystoteles, Analytica Priora 41a, trans. A.]. Jenkinson,
w: The Works of Aristotle, ed. by W.D. Ross, Vol. 1, Oxford 1928.

Wiecej ukrytych zalozen, np. przyjecie klasycznej dwuwartosciowej logiki z prawem
wylaczonego $rodka (w logikach wielowarto$ciowych da si¢ unikng¢ antynomii Russella)
iiinne, wraz z ich rolg omawiam w cytowanej juz pracy Z. Krol, Uwagi o stylu historycznym
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Podane przyklady wskazuja, ze nasze intuicje nie muszg by¢ niesprzeczne.
Nie podwazajg jednak istnienia apriorycznej wiedzy intuicyjnej i jej prawomoc-
nosci. Dokladniejsza analiza pokazuje, ze za kazdym ,,poczuciem oczywistosci”
stoja okreslone, najczesciej nieuswiadomione i niezwerbalizowane przestanki
horyzontalne?. Zawarto$¢ horyzontu hermeneutycznego moze podlega¢ ewo-
lucji oraz metodycznej rekonstrukcji. Mozliwe jest okreslenie zawartosci tacit
knowledge dla konkretnych probleméw matematycznych, jak i dla okreslonych
teorii lub calo$ci wiedzy matematycznej w okreslonych epokach, tj. dla matema-
tyki starozytnej, Sredniowiecznej, nowozytnej. Matematyka wspodlczesna, nawet
w wersji $cisle sformalizowanej, takze posiada swojg intuicyjng wiedze tla, a jej
przyklady podatem powyzej. Horyzont hermeneutyczny okresla styl uprawiania
matematyki w danej epoce historyczne;j.

Prébuje tlumaczy¢ zmiany wiedzy matematycznej, kryzysy i jej powstawa-
nie, pokazujac zwigzek tych proceséw z horyzontem hermeneutycznym. Moim
zdaniem nie da si¢ wytlumaczy¢ zmiany w matematyce bez odwotania sie do
rekonstrukcji horyzontu hermeneutycznego. Rekonstrukcja horyzontu herme-
neutycznego dla matematyki wspoélczesnej pozwala na tworzenie nowych teorii
matematycznych.

Podam jeszcze jeden przyklad wskazujacy na wage i wplyw intuicyjnych
przed-rozstrzygnie¢ w kreacji matematyki, przywolujac poczucie apodyktycz-
nej oczywisto$ci zwiazane z pigtym postulatem Euklidesa dotyczacym prostych
réwnoleglych na plaszczyznie”. Przez ponad dwa tysigce lat uwazano, zZe nie ma

matematyki..., dz. cyt.; Thoralf Skolem, opierajac si¢ na twierdzeniu Brouwera o punkcie statym,
pokazal, ze aksjomat komprehensji obowigzuje w wielowartosciowej logice Lukasiewicza Ly,
dla formul bezkwantyfikatorowych ze zmiennymi wolnymi; por. tenze, Bemerkungen zum
Komprehensionsaxiom, ,Zeitschrift fiir Mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik”
1957, Vol. 3, s. 1-17. Nastepnie C.C. Chang uogoélnil ten rezultat dla dowolnej formuly z jedng
zmienna wolng; por. tenze, The axiom of comprehension in infinite valued logic, ,Mathematica
Scandinavica® 1953, Vol. 13, s. 9-30. Twierdzenia Brouwera o punkcie stalym nie da si¢
zastosowa¢ w przypadku logiki Ly,. Dalej nie wiemy, czy pelny schemat komprehensji jest
niesprzeczny z nieskoniczenie wielowartosciows logika Ly,

Nalezy odrézni¢ wiedzg¢ ukryta od wiedzy niezwerbalizowanej. Typologie réznych rodzajow
tacit knowledge przedstawiam w pracy Z. Krdl, Towards The New Episteme: Basic Methodology
for Knowledge and Tacit Knowledge, w: Proceedings of the 9th International Symposium on
Knowledge and Systems Sciences (KSS2008) Jointly with Knowledge Management in Asia Pacific
(KMAP2008), Guangzhou, China, Dec. 11-12, 2008, s. 279-287.

Przez punkt na plaszczyznie nie lezacy na danej prostej da sie poprowadzi¢ tylko jedna prosta
réwnolegta do danej. Nie rozpatrywano innych mozliwosci, np. ze nie da si¢ poprowadzi¢
ani jednej takiej prostej lub da si¢ poprowadzi¢ dwie, trzy itd. ré6zne. Wobec wielowiekowych
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mozliwosci pomyslenia o plaszczyznie w inny sposéb oraz ze nie ma takiego
obiektu, dla ktérego prawdziwa bytaby negacja tego postulatu. Obecnie wiemy,
ze w calkowicie racjonalny sposob mozemy rozwazy¢ negacje pigtego postula-
tu, ale przez dlugi czas te inne mozliwosci byly zakryte dla naszej wiedzy jaw-
nej**. Rozwazanie tylko ,jednej strony” oznacza zatem, Ze korzystajac z poczucia
oczywistoséci, w pozaformalny sposdb dokonalismy wyboru tylko jednej z wielu
mozliwosci. Zwréémy uwage, ze te pozostale mozliwosci byly sprzeczne z wersja
zaakceptowana.

Wracajac zatem do problemu istnienia i prawomocnosci wiedzy apriorycz-
nej i intuicyjnej, nalezy stwierdzi¢, ze fakt pojawiania sie trudnosci, sprzeczno-
$ci, a nawet antynomii nie podwaza - stwierdzanego chocby tylko historycznie
i rzeczowo - faktu istnienia tej wiedzy, korzystania z niej i uwzgledniania w po-
znaniu. Zawodnos¢ tej wiedzy da sie¢ wyttumaczy¢ aktywnym udziatem innych
niejawnych rozstrzygnie<.

Powstaje jednak problem: czy jest mozliwa taka rekonstrukcja horyzontu her-
meneutycznego, ze wszystkie ukryte zalozenia i rozstrzygnigcia staja si¢ uswia-
domione i Ze jesteSmy w stanie nad nimi zapanowac? Odpowiedz jest prosta: nie
jest to mozliwe, ale jej uzasadnienie wymaga odwotania si¢ do analiz fenomeno-
logicznych oraz znajomosci fenomenologii matematyki. Fenomeny matematycz-
ne (i nie tylko matematyczne, ale takze inne aprioryczne) s3 z istoty niedookre-
slone, na co wskazuje cho¢by powszechnie znany i tajemniczy fakt ich ogélnosci,
niejednostkowosci, a wyrazem trudnosci byl cho¢by - trwajacy do dzi$§ — spor
o uniwersalia.

Jesli w naukach przyrodniczych musimy liczy¢ si¢ z pewnymi faktami eks-
perymentalnymi i empirycznymi, to w matematyce i logice musimy liczy¢ si¢

wysilkow, jakie poswiecono na proby przeprowadzenia dowodu tego aksjomatu z innych zasad
i aksjomatéw geometrii euklidesowej, zdumiewa fakt braku jakiejkolwiek analizy negacji tego
postulatu. Wskazuje to na nasze przywiazanie do danych dostarczanych przez intuicje. Por.
takze B.A. Rosenfeld, A history of non-Euclidean geometry: Evolution of the concept of a geometric
space, Studies in the History of Mathematics and Physical Sciences, Vol. 12, New York, Berlin,
Heidelberg, London, Paris, Tokyo 1988.

Sytuacje racjonalnych zaleznosci i powigzan w horyzoncie hermeneutycznym, gdzie pewna
mozliwo$¢ pojawia si¢ jako apodyktycznie prawdziwa i ,nieposiadajaca alternatywy’, przy
réwnoczesnym obiektywnym istnieniu innych racjonalnych mozliwosci mogacych by¢ ujetymi
intelektualnie, a nawet podlegajacymi formalizacji, ktdre sg jednak niewidoczne dla intuicji
w danym momencie historycznym, nazwalem ,,rozdwojeniem horyzontalnym”; por. Z. Krol
Uwagi o stylu historycznym matematyki..., dz. cyt.
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z pewnymi faktami intelektualnymi, ktore sa sformulowane w intuicyjnym, in-
telektualnym metasrodowisku. Nie jest tak, ze mozemy pomysle¢ sobie w nauce
wszystko. Fakty intelektualne, takie jak antynomia Russella, wymuszaja przyje-
cie lub odrzucenie pewnych prawd logicznych i matematycznych. Wszystko to
wskazuje na racjonalnos¢ zmiany naukowej w matematyce i jej niezaleznos¢ od
nauk przyrodniczych.

Bibliografia

Arystoteles, Analytica Priora, trans. A.]. Jenkinson, w: The Works of Aristotle, ed.
by W. D. Ross, Vol. 1, Oxford 1928.

Chang C.C., The axiom of comprehension in infinite valued logic, ,Mathematica
Scandinavica” 1953, Vol. 13, s. 9-30.

Dedekind R., Was sind und was sollen die Zahlen?, vierte Aufsgabe, Braunschweig
1917.

Fraenkel A. A., Bar-Hillel Y., Lévy A., Foundations of set theory, Studies in Logic
and the Foundations of Mathematics, Vol. 67, Amsterdam, London 1973.

Frege G., Grundgesetze der Arithmetik, begriffsschriftlich abgeleitet, Jena 1893
(Bd. I), 1903 (Bd. II).

Gilmore P., C., An intensional type theory: motivation and cut-elimination, ,Jour-
nal of Symbolic Logic” 2001, Vol. 66, s. 283-400.

Godel K. Some basic theorems on the foundations of mathematics and their im-
plications; w: tegoz, Collected Works, Vol. I1I: Unpublished Essays and Lec-
tures, ed. S. Feferman, New York, Oxford, s. 304-323. Ttum. polskie: K. Godel,
O pewnych zasadniczych twierdzeniach dotyczgcych podstaw matematyki
i wnioskach z nich ptyngcych, ttum. M. Poreba, ,,Studia Semiotyczne” 2019,
nr 32(2), s. 9-32.

van Heijenoort J., From Frege to Gédel: a source book in mathematical logic, 1871-
1931, Cambridge 1967.

Hinnion R., About the coexistence of classical sets with non-classical ones: a sur-
vey, »Logic and Logical Philosophy” 2003, Vol. 11, s. 79-90.

Hinnion R., Intensional Positive Set Theory, ,Reports on Mathematical Logic”
2006, Vol. 40, s. 107-125.

166



Antynomia Russella a wiedza a priori

Johnstone P.T., The point of pointless topology, ,Bulletin of the American Math-
ematical Society” 1983, Vol. 8(1), s. 41-53.

Kisielewicz A., Double extension set theory, ,Reports on Mathematical Logic”
1989, Vol. 23, s. 81-89.

Kisielewicz A., A very strong set theory?, ,,Studia Logica” 1998, Vol. 61, s. 171-178.

Krajewski S., Twierdzenie Godla i jego interpretacje filozoficzne. Od mechanicy-
zmu do postmodernizmu, Warszawa 2003.

Krol, Z., Intuition and History: Change and the Growth of Mathematical Knowl-
edge, ,,International Journal for Knowledge and Systems Science” 2005. Vol.
2(3), 5. 22-32.

Krol, Z., Towards The New Episteme: Basic Methodology for Knowledge and Tacit
Knowledge, w: Proceedings of the 9th International Symposium on Knowledge
and Systems Sciences (KSS2008) Jointly with Knowledge Management in Asia
Pacific (KMAP2008), Guangzhou, China, Dec. 11 - 12, 2008, s. 279-287.

Krol, Z., Uwagi o stylu historycznym matematyki i rozwoju matematyki, w: Swiaty
matematyki. Tworzenie czy odkrywanie?, red. I. Bondecka-Krzykowska, J. Po-
gonowski, Poznan 2010, s. 203-234.

Krol, Z., Platonism and the development of mathematics. Infinity and geometry,
Warszawa 2015.

Randall Holmes M., The structure of ordinals and the interpretation of ZF in dou-
ble extension set theory, ,,Studia Logica” 2005, Vol. 79, s. 357-372.

Rosenfeld B.A., A history of non-Euclidean geometry: Evolution of the concept of
a geometric space, Studies in the History of Mathematics and Physical Sci-
ences, Vol. 12, New York, Berlin, Heidelberg, London, Paris, Tokyo 1988.

Russell B., The Principles of Mathematics, Cambridge 1903.

Intensional Mathematics, ed. S. Shapiro, New York 1984.

Skolem T., Bemerkungen zum Komprehensionaxiom, ,,Zeitschrift fiir Mathema-
tische Logik und Grundlagen der Mathematik” 1957, Vol. 3, s. 1-17.

Streszczenie

Podaje wyjasnienie zaskakujacej zawodno$ci poznania apriorycznego poprzez
odwolanie si¢ do aktywnej obecnosci wiedzy tla, tacit knowledge, i ukrytych za-
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fozen w tym poznaniu oraz przez wskazanie szerszej struktury intelektualnych
powigzan pomiedzy intuicyjnymi danymi i przekonaniami w ramach tzw. hory-
zontu hermeneutycznego. Nieapodyktycznos¢ i praktyczna zawodnos¢ rezulta-
tow poznania a priori nie sg argumentami przeciwko jego istnieniu i mozliwosci.
Analizy dokonywane sa gléwnie na przykladzie antynomii Russella i aksjoma-
tu komprehensji. Przykladami ukrytych przed-zalozen aktywnych w procesie
konstytucji poczucia oczywistosci towarzyszacego aksjomatowi komprehensji
w okreslonych etapach rozwoju matematyki sg ekstensjonalna koncepcja zbioru
i przekonanie o jednorodnosci uniwersum zbioréw.

Slowa kluczowe: filozofia matematyki, wiedza i poznanie a priori, tacit kno-
wledge, antynomia Russella, aksjomat komprehensji

Streszczenie

Russell’s Antinomy and a priori Knowledge

The surprising fallibility of a priori knowledge is explained by the indication of
the broad structure of hermeneutical horizon of intuitive and implicitly accepted
intellectual convictions, i.e. the relevant tacit knowledge. Non-apodicticity of the
results of a priori cognition cannot be used as an argument against the possibility
and existence of the cognition. The analyses are based on the example of Rus-
sell’s antinomy and the axiom of comprehension in set theory. The conviction
of homogeneity of the universe of sets and extensional conception of a set are
examples of presuppositions actively present during the historically given process
of the creation of mathematics.

Key words: philosophy of mathematics, a priori knowledge, tacit knowledge,
Russell’s antinomy, axiom of comprehension
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