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Kazdy kierunek filozoficzny w swoim trwaniu i rozwoju przez stulecia czy ty-
sigclecia, przechodzi przez réznorodne fazy rozwojowe. Sledzac dzieje mysli,
widzimy, jak podlegaly temu prawu: empiryzm, sceptycyzm, nominalizm, po-
zytywizm i niemalo innych ,,izméw”. Trudno wigc, by to nie dotyczylto dziejow
racjonalizmu, jako kierunku, ktéry w epistemologii jest adwersarzem empiry-
zmu, a w ontologii — nominalizmu.

Proces takich transformacji w racjonalizmie mozna opisywa¢ w podobny
sposob jak w przypadku innych doniostych nurtéw myséli. Jednak zamyst tego
opracowania jest $mielszy. Twierdze, Ze racjonalizm jest wart szczegdlnej uwagi,
gdy chodzi o glebie i doniostos¢ transformacji, jaka sie w nim dokonata w XX
stuleciu. Tej jego osobliwo$ci poswigcam obecne rozwazania. Poniewaz temat
jest nader rozlegly, to pomijajac wiele spraw, skupie sie na jednej z nich: kwestii
intuicji intelektualnej, a w szczegdlnosci matematycznej. Jest to bowiem materia,
ktéra przycigga uwage wielu wybitnych umystow, od ktérych wiele si¢ mozna
nauczy¢ (zob. uwagi J. Pogonowskiego o intuicji matematycznej').

Postuzenie si¢ terminem ,racjonalizm nowoczesny” lub krécej ,,neoracjona-
lizm” jest do$¢ ryzykowna innowacja terminologiczna. Choc¢by dlatego, ze zaden

' J. Pogonowski, Kilka uwag o intuicji matematycznej, ,,Filozofia Nauki” 2012, nr 2(78).
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z autorow, na ktdrych sie powoluje, nie okresla siebie mianem ,,neoracjonalisty”.
Z reguly stosuje si¢ umownie okreslenie ,,platonizm”. Od historycznego Platona
jest ono jednak odlegte, cho¢by dlatego, ze nie da si¢ don zastosowaé przypowie-
$ci o jaskini, tak istotnej dla platonskiej epistemologii. Inaczej ma si¢ rzecz z on-
tologia, gdzie istotnie zachodzi pewna analogia, gdy pojac¢ platonizm jako tzw.
realizm matematyczny — tak jak definiuje go Godel w stynnym odczycie Gibbsa.
Poglad ten przedstawiono nastepujaco:

Mathematical objects and concepts form an objective reality of their own,
which we cannot create or change, but only perceive and describe?.

To zdanie oddaje jedng cze$¢ Godlowskiej filozofii matematyki, mianowicie
czg$¢ ontologiczng. Nie ma tu jednak analogii z Platonem w czesci epistemolo-
gicznej. Mamy za$ do czynienia z tendencjg — ktérg podzielali z Godlem Tarski,
Quine i inni - do upatrywania podobienstw metodologicznych miedzy matema-
tyka i naukami empirycznymi. Stad nasuwa si¢ potrzeba innego niz ,,platonizm”
okreslenia dla tej klasy pogladdow.

Jeszcze inne ryzyko terminologiczne wigze si¢ z tym, Ze istniejg autorzy an-
glo- i niemieckojezyczni uzywajacy terminéw ,,neo-rationalism” lub ,,Neoratio-
nalismus” w znaczeniu zblizonym do mojej propozycji, gdy poruszaja temat in-
tuicji intelektualnej; czynig to jednak w innym kontekscie niz tu prezentowany.
Dla neoracjonalizmu w proponowanym tu rozumieniu charakterystyczny jest
matematyczny realizm oraz powigzanie z ideami Godla i Turinga, na ktérych sie
skupiajg obecne rozwazania*

Proponowana tutaj strategia terminologiczna powinna tez pomdc w prosto-
waniu takich niedokladnosci jak np. ta zaistniala w artykule Rationalism w an-
glojezycznej wersji Wikipedii, zgodnie z ktérag nowoczesny (modern) racjonalizm
datuje si¢ od Kartezjusza. Racjonalizm Kartezjusza i innych klasykow XVII wie-

2 Zob. G. Boolos, Logic, Logic, and Logic, Harvard University Press, Cambridge, MA 1999, s. 106.
Godla dotyczy, w szczegolnosci §3. Co sie tyczy Turinga [1939], to wchodzi w gre jego podejscie
do kwestii intuicji matematycznej w terminach ,,wyroczni” (oracle), zdolnej znajdowaé wartosci
funkcji nieobliczalnych. Omawianie tego wyrafinowanego pomystu zwigkszytoby niepomiernie
objeto$¢ obecnego tekstu. Totez odsytam w tej kwestii do stosunkowo niedawnych publikacji
naswietlajacych te kwestig: W. Marciszewski, Does Science Progress towards Ever Higher Solva-
bility through Feedbacks between Insights and Routines?, ,Studia Semiotyczne” 2018, t. XXXII,
nr 2, s. 153-185; W. Marciszewski, The Progress of Science from a Computational Point of View:
the Drive towards Ever Higher Solvability, ,Foundations of Computing and Decision Sciences”
2019, Vol. 44, Issue 1, s. 11-26.

170



Intuicja matematyczna w ujeciu nowoczesnego racjonalizmu

ku byt nowoczesny w stosunku do Platona czy stoikéw, jednak nie mégl uwzgled-
nia¢ przelomowych dla epistemologii wynikéw nowoczesnej logiki XIX i XX
wieku, totez datowanie racjonalizmu od Kartezjusza nie ma tu racji bytu.

Neoracjonalizm podziela do pewnego stopnia rozmach i maksymalizm po-
znawczy racjonalizmu klasycznego, ktorego filarami byli Kartezjusz i Leibniz*.
W pewnych jednak istotnych sprawach tak dalece jest on odmienny od swego
czcigodnego antenata, ze zasluguje na wlasne imie.

Istotng réznice stanowi pojmowanie intuicji intelektualnej, w szczegdlnosci
matematycznej. Pojecie to nie ma juz dzi$§ zakorzenienia w metafizycznej kon-
cepcji umystu, ktéra w réznych wariantach, lecz podobnych co do istoty, byta
zywa w czasach Platona, Augustyna i scholastyki, a potem w zlotym wieku ra-
cjonalizmu, jakim bylo stulecie klasykow — wiek XVII. Od Augustyna po Leib-
niza koncepcja wiedzy apriorycznej, osigganej przez intuicje intelektualna, byta
integralnie spojona z teologiczng ideg Stwdrcy darzacego umyst ,$wiatlem na-
turalnym” (jak to ujmowal Kartezjusz). Sekularyzacja myslenia, prad tak wiele
znaczacy w ewolucji kulturowej trzech minionych wiekéw, o czym trafnie pisze
Barto$, snujac uwagi o sekularyzmie®, ktory pozbawil racjonalizm tak istotnej
dlan kiedys legitymizacji.

Jeszcze glebsze zmiany przyniosta rewolucja naukowa w logice, zainicjowana
przez Boole’a i Fregego, eksplodujaca w kolejnych fazach osiggnieciami Hilberta,
Tarskiego, Godla, Turinga. Z tych nowych korzeni wyrosta nowoczesna koncep-
cja racjonalizmu. To drugi argument za ,neo-".

Znaczacym wyrdznikiem nowej koncepcji jest tez okolicznos¢, ze totalny op-
tymizm poznawczy klasykow racjonalizmu zamienil si¢ w postawe, ktora tez jest
optymistyczna, lecz z wigkszym realizmem co do granic mozliwosci poznaw-
czych. Ow realizm bierze si¢ z fundamentalnych odkryé w metamatematyce. Byt
to Godla® dowdd niezupetnosci teorii liczb oraz Turinga’ i (niezaleznie w 1936 r.)
Churcha dowod nierozstrzygalnosci logiki predykatow.

4 Ich charakterystyki w szerokim kontekscie historycznym mozna znalez¢ w ksigzkach: W. Marci-

szewski, Logic from a Rhetorical Point of View, de Gruyter, Berlin 1994; W. Marciszewski, R. Mu-

rawski, Mechanization of Reasoning in a Historical Perspective, Rodopi, Amsterdam 1995.

T. Bartos, Hypermodernizm, czyli co zrobié, by tworzenie nowych pojec nie poszerzato naszej wie-

dzy, »,Edukacja Filozoficzna” 2018, nr 66, s. 187.

¢ Zob. K. Godel, Uber formal unentscheidbare Sétze der Principia mathematica und verwandter
Systeme I, ,Monatshefte fiir Mathematik und Physik” 1931, nr 38, s. 173-198.

7 Zob. A. Turing, On Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem,
»Proceedings of the London Mathematical Society” 1937, Vol. s2-42, Issue 1, s. 230-265.
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I jeszcze jedna nowo$¢: wyrazista dotychczas opozycja racjonalizm kontra
empiryzm staje si¢ bardziej stonowana, gdy zauwazy sie¢ role doswiadczenia zmy-
stowego w genezie intuicji matematycznej. Nowi racjonalisci, w tym Kurt Godel,
dostrzegli udzial spostrzezen zmystowych u zrédla proceséw poznawczych,
w ktorych ksztaltuja si¢ intuicyjne pojecia zbioru i liczby na najnizszym, wyj-
$ciowym, poziomie abstrakcji.

Zaczynajac te rozwazania apelem do czytelnika Zyczliwego, zwyczajem ponie-
ktérych dawnych autoréw, licze na jego cierpliwo$¢ w $ledzeniu dos$¢ niuanso-
wych rozréznien. Terminem ,,nowoczesny racjonalizm” obejmuj¢ mocno zrézni-
cowang grupe czotowych filozoféw matematyki XX wieku, trzeba wiec ogarnia¢
jednym jakby spojrzeniem, co ich taczy i co rézni. W tym spektrum znajda si¢
Frege, Russell, Church, Bernays, Godel, Quine, Putnam, Kreisel, Chaitin, Ajdu-
kiewicz, a w pewnym sensie takze Tarski, i pokazny poczet innych nazwisk®.

Tarski, na przyklad, nigdzie si¢ nie deklarowat jako platonik (raczej jako ma-
terialista i nominalista), ale byl nim w praktyce jako autor wysoce abstrakcyjnej
teorii mnogosci, gdzie méwi sie np. o istnieniu nieosiggalnych (inaccessible) liczb
kardynalnych, ktérych nie wymyslamy, lecz o ktdérych si¢ dowiadujemy - co spet-
nia Godlowska definicje platonizmu. Trzeba wigc, myslac o takich przypadkach,
pamietac tez o rozbieznosci deklaracji i praktyki.

Wymaga tez pewnej finezji pordwnywanie stanowisk Goédla i Quine’a.
Przekonujaco czyni to Wéjtowicz’, ukazujac podobienstwa, ale tez istotne dla
Quine’a punkty, rodzgce watpliwos¢, czy stuszne jest lokowa¢ go w poczcie racjo-
nalistow. Trzeba wigc mie¢ pewng odpornos¢ na takie watpliwosci i cierpliwo$é
w operowaniu niuansami, stad apel do zyczliwego czytelnika o wyrozumiate
znoszenie dolegliwo$ci natury definicyjnej.

Zob.: Y. Gurevich, Platonism, Constructivism, and Computer Proofs vs. Proofs by Hand, w: Cur-
rent Trendsi n Theoretical Computer Science. Entering the 21st Century, eds. M. Nielsen, G. Paun,
G. Rozenberg, A. Salomaa, World Scientific, Washington, D.C. 2001; V. Rodych, Are Platonism
and Pragmatism Compatible?, w: Mistakes of Reason: Essays in Honour of John Woods, ed. J.H.
Woods, University of Toronto Press 2005; R. Tieszen, Godel and Quine on Meaning and Math-
ematics, w: Between Logic and Intuition. Essays in Honor of Charles Parsons, eds. G. Sherman,
R. Tieszen, Cambridge University Press, Cambridge 2000.

K. Woéjtowicz, Platonizm matematyczny. Studium filozofii matematyki Kurta Godla, OBI, Biblos,
Krakoéw, Tarnow 2002.
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O potrzebie odrdézniania racjonalizmu w epistemologii
od pradu ideowego ery Oswiecenia

Aby rozjasni¢ sens przedrostka ,neo-" w obecnej propozycji terminologicznej,
zwrdémy uwage na szersze zagadnienie: jak on funkcjonuje w opowiadaniu dzie-
jow filozofii. Precedensy w jego stosowaniu sg liczne i pouczajace.

Przez przedrostek ,neo-” oprzedzane sg fazy niejako wtérne kierunkow filo-
zoficznych, gdy po okresie szczytowym miaty okres schodzenia w cien. Jednak
w jaki$ czas potem pojawiaja sie znow, z wicksza sitg dzigki swoistej renowacji,
dostosowaniu do nowej fazy w dziejach filozofii.

I tak, przedrostek ,neo-” poprzedza nazwy: ,kantyzm”, ,tomizm?”, ,,pozyty-
wizm”, ,platonizm”, ,pitagoreizm” itd. Jesli dla jakiegos$ kierunku nie przyjelo
sie mowic¢ o nowej wersji, na ktorg wskazywalby 6w przedrostek, to badz dlatego,
ze taka wersja dotad nie zaistniala, badz dlatego, ze cho¢ zaistniala, fakt ten nie
zostal dostrzezony w dostatecznie szerokiej skali.

Teza tego opracowania o powstaniu nowej postaci racjonalizmu za sprawa,
przede wszystkim, rewolucji naukowej w logice moze mie¢ oponentdw z tej racji,
ze termin ,,neoracjonalizm” raczej nie funkcjonuje w filozoficznym dyskursie na
tematy epistemologiczne i ontologiczne. Pojawil si¢ natomiast w mocno odmien-
nym kontekscie.

Mianowicie, okresla si¢ mianem neoracjonalizmu apel Juliena Bendy, znane-
go francuskiego intelektualisty, o powr6t do idei racjonalizmu oswieceniowego.
Byl on deprecjonowany w XX wieku przez znaczng czes¢ europejskich intelek-
tualistow, sktaniajacych si¢ ku pradom totalitarnym. Benda nazwatl to ,.zdrada
klerkow”.

Solidaryzujac si¢ co do tresci z tym rozumnym apelem, nie da sie¢ jednak
nawigza¢ w obecnym kontekscie do przyjetej przez Bende terminologii. Racjo-
nalizm o$wieceniowy nie jest tym samym, co poglady klasykéw racjonalizmu
z XVII wieku, a te wltasnie mam na uwadze, méwiac o renowacji racjonalizmu
w XX wieku. Tak wigc, co innego znaczy ,neoracjonalim” jako kontynuacja
Oswiecenia, a co innego jako kontynuacja, z jednoczesna rewizja, wersji klasycz-
nej. Roznica jest dwojaka.

Racjonalizm o$wieceniowy znajduje si¢ w opozycji do irracjonalizméw, ta-
kich jak religijny fanatyzm czy zmitologizowane ideologie polityczne. Natomiast
klasyczny jest kierunkiem bedacym w opozycji do potaczonych sit empiryzmu
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(w epistemologii) oraz nominalizmu (w ontologii). Oczywiscie, racjonalizm kla-
syczny jest tez przeciwny irracjonalizmowi, ale jest to dalekie od wyczerpania
jego bogatej problematyki.

Druga odmiennos¢ tkwi w tym, ze gdy Benda postuluje rewindykacje racjo-
nalizmu z epoki Os$wiecenia, to nie podejmuje kwestii, czy i jakie zmiany na-
lezaloby don wprowadzi¢, biorac pod uwage nabyte w miedzyczasie doswiad-
czenie historyczne czy uwarunkowania nowej epoki. Natomiast neoracjonalizm
w przyjetej tu perspektywie postuluje gleboka reforme klasycznego. Prowadza do
niej przetomowe odkrycia w teorii liczb i w logice, a takze nowe prady w pojmo-
waniu natury umystu.

Do zilustrowania sensu ,,neo-" niech postuza analogie historyczne. Neoto-
mizm nie jest tomizmem z czaséw scholastyki. Tamten przejal zywcem nauki
Arystotelesa, natomiast neotomizm jest proba uzgodnienia tomizmu tradycyj-
nego ze wspodlczesnym stanem wiedzy. Z kolei neopozytywizm podziela z po-
zytywizmem Comte’a postawe antymetafizyczng i empiryzm, ale jedno i drugie
w istotny sposob modyfikuje srodkami logiki matematycznej (z jej fazy do roku
1931): mianowicie, przybiera na drugie imi¢ termin ,,empiryzm logiczny”, a me-
tafizyke stara si¢ unicestwi¢ przez logiczng analize jezyka.

Matematyka subiektywna a matematyka obiektywna — skad biorg si¢ postepy
tej subiektywnej?

Co istotnie nowego wnosi neoracjonalizm do wczesniejszego racjonalizmu?
Najkroétsza odpowiedz zarysowalem na wstepie, w pierwszej sekcji tego artykutu.
Nie wystarczy to jednak, zeby ukaza¢, jak neoracjonalizm daje znaczaco nowe
wzgledem wersji klasycznej uprawomocnienie intuicji oraz nowe ujecie stosunku
miedzy rolg intuicji i rola algorytméw w rozwigzywaniu probleméw matema-
tycznych, i nie tylko matematycznych'.

Aby zda¢ sprawe z tej odmiennosci, pomocne bedzie sformulowane przez
Godla rozréznienie matematyki obiektywnej i subiektywnej:

Matematyka obiektywna jest to system wszystkich prawdziwych sagdéw mate-
matycznych. Matematyka subiektywna jest to system wszystkich sadéw daja-
cych sie dowie§¢. Matematyke obiektywna cechuje niewyczerpywalno$¢ - in-
exhaustibility - co znaczy, ze wcigz nowe intuicje bedg sie pojawia¢ w rozwoju

1 W sprawie pojecia algorytmu zob.: A.A. Markov, The Theory of Algorithms, Acad. Sci. USSR,
Moscow 1954.
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matematyki [in the development of mathematics new intuitions will continue
to arise]'’.

W tych stwierdzeniach Godla mamy jadro albo, inaczej méwiac, punkt cigz-
kosci nowoczesnego racjonalizmu. W odréznieniu od klasycznego racjonalizmu
Kartezjusza i Leibniza ten jest infinistyczny (niewyczerpywalno$¢ z racji nie-
skonczonosci dziedziny) i fallibilistyczny. To drugie znaczy, ze w matematyce,
podobnie jak w naukach empirycznych, nie ma wynikéw nieomylnych i ostatecz-
nych, poniewaz intuicje w danej nauce doskonalg si¢ w miare jej rozwoju. Godel
ilustruje to przykladem intuicji dotyczacej pojecia obliczalnosci, ktore — zrazu
niejasne - sprecyzowalo sie dzigki koncepcji maszyny Turinga.

Powstalo na tym gruncie nowe rozumienie kluczowego w racjonalizmie poje-
cia rozwigzywalnosci problemu. Klasykom racjonalizmu wspdlne bylo przeswiad-
czenie, ze kazdy problem naukowy da si¢ rozumowo rozwigza¢ cho¢ u Leibniza
uzasadnienie tej wiary bylo z gruntu inne niz u Kartezjusza. Ten drugi wierzyt
w nieograniczong moc, niezawodnos¢ i uniwersalnos¢ obmyslonej przezen me-
tody polegajacej na ciggach minimalnych krokéw dedukgji, z ktorych kazdy byt
aktem niezawodnej intuicji.

Leibniz natomiast wierzyl w moc, niezawodnos¢ i uniwersalno$¢ metody al-
gorytmicznej, ktorg projektowat jako procedure dajaca sie stworzy¢ na gruncie
- réwniez pozostajacego w fazie projektu — uniwersalnego, czysto formalnego
jezyka nauki. W niecale trzy wieki pdzniej heroldem takiego programu algoryt-
mizacji byt David Hilbert.

Hilbert byl w sytuacji daleko lepszej niz Leibniz, gdyz powstal w miedzycza-
sie jezyk symboliczny, w ktérym daje si¢ zapisa¢ kazdg mys$l matematyczng za
pomoca symboli jednoznacznie zdefiniowanych, o ksztaltach niezawodnie roz-
poznawalnych wzrokowo. Jezyk ten jest wyposazony w reguly, ktére gwarantuja,
ze okreslone przeksztalcenia formul prawdziwych daja w wyniku tylko twier-
dzenia prawdziwe. Dopiero w takim jezyku mozna tworzy¢ algorytmy dowodze-
nia. Stworzyt go Gottlob Frege i przedstawil studium pod wymownym tytufem:
Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen
Denkens (1879).

Zawiera si¢ w tym tytule zarys recepty na uprawianie metamatematyki w spo-
sOb algorytmiczny. Jezyk pojeciowy czystej mysli jest to taki jezyk, w ktérym

" Cyt. za Ch. Parsons, Philosophy of Mathematics in the Twentieth Century: Selected Essays, Har-
vard University Press, Cambridge, MA - London, England 2014, s. 100.

175



Witold Marciszewski

pojecia definiowane sg graficznie: jednemu pojeciu odpowiada jeden zapis sym-
boliczny bez posrednictwa jezyka fonetycznego. Dzigki temu mozliwe si¢ staja
reguly przeksztalcania formut biorgce pod uwage tylko ksztalty ciaggéw symboli.
Takie reguly, jako dotyczace cech czysto fizycznych (ksztaltu czyli formy symbo-
li), da si¢ uja¢ w formie algorytmoéw opisujacych wykonywane na tych fizycznych
obiektach czynnosci autora dowodu.

Na algorytmiczny charakter postepowania zwraca tez uwage czes$¢ tytulu
mowigca, ze jest to jezyk uksztaltowany na wzor arytmetycznego. To znaczy ta-
kiego, w ktorym mozna oblicza¢ wartosci funkcji (dodawanie etc.), biorac pod
uwage jedynie ksztalt i kolejnos¢ symboli, nawet bez rozumienia, do czego si¢
one odnosza. To moze czyni¢ takze maszyna, byl wiec w pomysle Frego zalazek
maszyny Turinga - idealnego rozwigzywacza probleméw droga algorytmiczng.

Watek ten kontynuowal Hilbert, majac na uwadze, ze stworzony przez Frege-
go aksjomatyczny system logiki, skfada si¢ z rachunku zdan i rachunku predy-
katow, i dowodzenie twierdzen w tym pierwszym podlega algorytmizacji. Na tej
podstawie, rozumujac niejako przez analogie, zywil Hilbert przekonanie, ze do
podobnej efektywnosci da si¢ doprowadzi¢ rachunek predykatow. Wtedy mieli-
by$my algorytm, ktdry o kazdej formule zapisanej w jezyku logiki predykatow
potrafilby wykazac¢, ze z danej aksjomatyki (o ile jest niesprzeczna) wynika aser-
cja tej formuly lub jej negacja. Na ten jeden uniwersalny algorytm skladatyby si¢
reguly dowodzenia nalezace do logiki zdan i logiki predykatéw.

Podsumujmy te¢ hipoteze Hilberta krétka formula, w ktérej postuzymy sie
zmienng p, odnoszacy si¢ do zbioru probleméw, i zmienng a, odnoszacg si¢ do
zbioru algorytmoéw. Predykat R czytamy w kontekscie: algorytm a rozwigzuje
problem p.

HH: 3aVvp (aRp)

Turing i Church udowodnili, Ze nie ma takiego uniwersalnego algorytmu dla
logiki, to znaczy: sg takie formuly, o ktérych zaden istniejacy algorytm nie roz-
strzygnie, czy dana formula, czy tez jej negacja wynika z aksjomatow logiki. Tak
wiec stynna maksyma Hilberta, ze gdy musimy co$ wiedzie¢, to kiedys si¢ o tym
dowiemy dzigki posiadanym algorytmom, okazala si¢ w tej postaci nie do utrzy-
mania.

Nie znaczy to jednak, Ze zawarty w niej optymizm poznawczy i wiara w moc
algorytmu nie da si¢ utrzymac, gdy zgodzimy si¢ na posta¢ mniej radykalna.
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Taka propozycje zawieraja wypowiedzi Godla w jego rozmowach z Hao Wan-
giem, np. gdy powiada, ze podziela z Hilbertem jego optymistyczny racjonalizm.
Argument na rzecz swego racjonalizmu podsumowuje Godel powiedzeniem:
there are no undecidable questions of number theory for the human mind. 1 stad
kolejny wniosek, bardzo dla ludzkiego gatunku optymistyczny: The human Mind
surpasses all machines'.

Aby jednak unikngé¢ nieporozumien, trzeba pamietaé, ze ,rozstrzygalnos¢”
(decidability) w jezyku Hilberta i Godla oznacza uzyskanie dowodu w postaci
algorytmicznej, czyli dajacej sie sprawdzi¢ maszynowo. Temu warunkowi nie
odpowiada np. Andrew Wilesa dowdd wielkiego twierdzenia Fermata — cho¢ po-
twierdzony przez najwybitniejszych recenzentéw — dopdki nie bedzie zapisany
algorytmicznie, czyli w jezyku interpretowalnym przez maszyne, i potwierdzony
przez maszyne, ktdrej zadanie to zlecimy, albo przez maszyn¢ samodzielnie do-
wiedziony.

Tak wiec Godlowska wiare w ludzki rozum trzeba rozumie¢ nastgpujaco. Ro-
zum posiada zdolnos¢ intuicyjnego tworzenia nowych poje¢ (czyli odkrywania
nowych obiektéw matematycznych) i doprowadzania do tak precyzyjnego ich
rozumienia, ze dadzg si¢ one zdefiniowaé w postaci ukladu aksjomatow. Gdy zo-
stanie on dotaczony do aksjomatyki juz istniejacej teorii sformalizowanej, a wiec
umozliwiajacej tworzenie algorytmoéw, wtedy dadza sie w niej udowodni¢ nowe
prawdy, nieosiggalne w teorii dotychczasowe;.

Tak wigc pierwotny poglad Hilberta, ze istnieja dzigki logice predykatow
gotowe juz algorytmy do rozwigzania dowolnego problemu, zast¢pujemy po-
gladem, ze dla kazdego problemu da sie znalez¢, po nalezytym namysle intui-
cyjnym, pewien algorytm, ktéry dany problem rozwigze. Zapiszmy to w skrdcie
jako hipoteze Godla:

HG: Vp3a (aRp)

Wida¢, ze HG wynika z HH, lecz nie odwrotnie. Tak wiec optymizm Godla
jest mniejszy niz Hilberta, gdy idzie o wiare w aktualnie istniejace algorytmy.
Hilbertowskie ,,bedziemy wiedzie¢” otrzymuje teraz sens niejako infinitystyczny:

12 Cytaty z Godla wraz z przekonujgcym komentarzem podaje m.in. L.M. Pereira w artykule Godel

and Computability zawartym w tomie: Progress in Artificial Intelligence: 13th Portuguese Con-
ference on Artificial Intelligence, ed. by ].M. Neves, M.E. Santos, ].M. Machado, Springer, Berlin
2007.
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wiedzialoby sie za sprawg algorytmow wszystko, o ile mialoby si¢ na to nieskon-
czenie wiele czasu.

To ograniczenie naszej, rodzacej si¢ z intuicji, matematyki subiektywnej bie-
rze si¢, oczywiscie, z niewyczerpywalnosci matematyki obiektywnej, o ktorej
moéwi wypowiedz wyrézniona powyzej (z racji jej doniostosci dla mysli Godla)®.

Wspoldzialanie intuicji z algorytmem w historycznym rozwoju
matematyki. Negowanie tego faktu przez doktryne algorytmizmu

Jako struktura skonczona matematyka subiektywna nigdy nie bedzie odwzoro-
waniem calosci matematyki obiektywnej, ale w miar¢ swego rozwoju odwzoro-
wuje z tego nieskoniczonego obszaru coraz wiecej. A dzieje sie to za sprawg pro-
cesu, jakim jest wspoldzialanie intuicji z algorytmem.

Na przykliad antyczna matematyka grecka w sensie subiektywnym nie mia-
ta pojeciowej reprezentacji obiektu, jakim jest zero, cho¢ istnieje on odwiecznie
w dziedzinie matematyki obiektywnej. Matematykom greckim, pomimo ich wy-
rafinowania, tej akurat intuicji zabraklo. Nauka europejska wzbogacita si¢ o nig
dopiero w $redniowieczu, czerpiac jg z przekazanej przez Arabéw matematyki
hinduskiej.

Blizszy nam w czasie przypadek to ewolucja logiki do tak zaawansowanej po-
staci, ze mogly si¢ z niej wylonic teoretyczne podstawy informatyki. Przesledzmy
w skrdcie ten proces.

Z intuicji jezykowej i logicznej Arystotelesa zrodzila sie sylogistyka. Nie ofe-
rowala ona algorytmow, ale dostarczala systematycznej i dokladnej procedury
kontrolowania poprawnos$ci rozumowan. Takie procedury s3 niejako w pét drogi
miedzy intuicja i algorytmem.

Intuicja Leibniza dopatrzyta si¢ w tej procedurze aspektu algebraicznego. Po-
myst jej algebraizacji pozostat u Leibniza w szufladzie. Niezaleznie jednak poja-
wila si¢ u George Boole’a w polowie XIX wieku, gdy kwitlta w Anglii intensyw-
na tworczo$¢ algebraikéw. Na takim gruncie intuicja Boole’a miata sprzyjajace

3 Przywolane w tym fragmencie pojecie intuicji, bedace proba zdania sprawy z mysli Godla, zdaje
sie bliskie rozwazaniom Stanistawa Krajewskiego o fenomenie emergencji z pierwszego rozdzia-
tu jego ksiazki Czy matematyka jest naukg humanistyczng?, zatytutowanego Emergencja w ma-
tematyce?. Czy taka zbieznos$¢ rzeczywiscie istnieje, to sprawa, ktora wydaje si¢ warta dalszej

dyskusji.
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warunki i dojrzata do stworzenia przezen systemu algebraicznego generujacego
algorytmy rozwigzywania réwnan.

Ciag dalszy jest dzietem Fregego, ktory na gruncie algebry Boole’a stworzyt
rachunek zdan z jego eleganckimi algorytmami. Gdy byl juz taki wzorzec ra-
chunku logicznego, nasuwat sie pomysl, zeby poszukiwa¢ algorytméw rozwiazy-
wania wszelkich probleméw w zakresie calej logiki, tacznie z rachunkiem predy-
katow (okreslanym takze jako rachunek kwantyfikatorow).

Nie powstalby on zapewne w tym czasie, gdyby nie to, ze rozwoj matematyki
w XIX wieku, w szczegélnosci analizy matematycznej, wymagat czestego stoso-
wania kwantyfikatoréw w kontekscie zmiennych np. w wyrazeniach typu: ,.dla
kazdego x istnieje takie y, ze ...”. Czeste obcowanie z jakims$ obiektem prowadzi
do coraz lepszego rozumienia jego wlasnosci oraz jego relacji do innych obiek-
tow. Rozumienia, czyli intuicji. Im lepiej dany obiekt rozumiemy, tym wierniej
i doktadniej potrafimy go opisa¢, co w postaci najdoskonalszej przybiera forme
aksjomatyki. Natomiast od niej, gdy system aksjomatyczny podda si¢ formaliza-
cji, juz tylko krok do algorytmoéw.

Algorytmy z kolei wspieraja intuicje. Bez nich bylaby czesto bezradna. Na
przyklad, zeby znalez¢ dowod twierdzenia Fermata, Andrew Wiles, dajac si¢ pro-
wadzi¢ intuicjom, musial jednak dla ich realizacji wykonywac¢ niezliczone ilo$ci
obliczen, w ktorych stosowal algorytmy arytmetyczne. Gdyby arytmetyka nie
rozwinela si¢ do postaci zawierajacej potrzebne mu algorytmy, na nic by sie zdaly
intuicje genialnego matematyka.

Niewiele jednak dadza takie historyczne opowiesci, gdy mamy do czynienia
z opozycja stanowczego algorytmisty, czyli mechanicysty. Nie moze on przyjacé
do wiadomosci, ze w poznawaniu $wiata, czyli w rozwigzywaniu wszelakich
problemdw, moze by¢ co$, co nie byloby wykonalne dla kierowanej algorytmem
maszyny. Przy takiej postawie Wiles okazuje si¢ maszyng, ktorej rzekome in-
tuicje to s3 w gruncie rzeczy procesy kierowane przez zapisane w ciele Wilesa
algorytmy. Stres¢my teze algorytmizmu w takim oto réwnaniu:

TA: Umyst = mézg = UMT (uniwersalna maszyna Turinga)

Mozg i umysl to obiekty, z ktérymi my$l ludzka ma do czynienia od wie-
koéw, a filozofowie od dawna pytaja, jaka zachodzi migdzy nimi relacja. Stosun-
kowo nowe pojecie UMT stuzy algorytmizmowi do tego, zZeby sformutowa¢ od-
powiedz, ze jest to identyczno$¢. Jesliby tak byto, to pojecie intuicji statoby sie
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bezprzedmiotowe. Wtedy kazdy dajacy si¢ rozwigzaé problem matematyczny
maszyna umialaby rozwiagza¢ przez wykonanie stosownego programu, czyli al-
gorytmu sformulowanego w ,,zrozumialym” dla niej jezyku.

Skad jednak biorg si¢ algorytmy w UMT? Wiadomo, ze zapisuje je na tasmie
(czy innym no$niku) programista. Skad ma je programista? Méwi sie, ze to on
tworzy programy. Ale jak moze je tworzy¢, skoro — wedlug algorytmizmu - jego
mozg jest maszyng Turinga, zdolng wykonywac tylko, co w niej zaprogramowa-
no?

Kto jednak mialby zaprogramowa¢ programiste? Inny ludzki programista?
Nazwijmy te druga posta¢ stowem ,Webb” na cze$¢ Judsona Chambersa Webba,
bedacego radykalnym zwolennikiem algorytmizmu'. Skad si¢ wzial algorytm
zaimplementowany przez Webba w mézgu informatyka wyposazajacego w pro-
gram jaka$§ UMT? Musial juz istnie¢ w mdzgu Webba. A tam skad si¢ wzigl?
Czyzby byl niezbedny jakis Webb nr 2, a dalej nr 3 itd.?

Moze na takie pytania algorytmista odpowie stowem ,,Przyroda”. Przyroda
bytaby wtedy obsadzona w tej roli, jakg Augustyn i Kartezjusz przypisywali Bogu.
Z ta jednak réznicg, ze w ich rozumieniu Stwoérca dziatal planowo, przyroda zas
- wedle Darwina - losowo, przez przypadkowe mutacje.

Jesli algorytmista nie zaakceptuje tego argumentu, dajmy spokéj dyskusji
i sprobujmy nakresli¢ (w nastgpnej sekcji) scenariusz alternatywny.

Wiedza opisowa a wiedza zadaniowa. Wrodzonos¢ pewnych
intuicji u podstaw zadaniowej

Wezmy za motto naszego scenariusza wypowiedz Turinga z 1939 r.:

Mathematical reasoning may be regarded as the exercise of a combination of
two faculties, which may be called intuition and ingenuity. The activity of the
intuition consists in making spontaneous judgments which are not the result
of conscious trains of reasoning. These judgments are often, but by no means
invariably correct'.

4 Zob. ].C. Webb, Mechanism, Mentalism, and Metamathematics. An Essay in Finitism, Reidel,
Dordrecht 1980.

A. Turing, Systems of Logic Based on Ordinals, ,Proceedings of the London Mathematical Soci-
ety” 1939, Vol. 45, s. 161-228. Akcenty kursywa - W.M.
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Zwrot ,spontaneous judgements” wyraziscie i zdecydowanie odréznia intui-
cyjnos¢ od mechaniczno$ci algorytmu, nie majacej nic wspoélnego ze spontanicz-
nosciag. Wyréznienie za§ kursywa zdania koncowego zdecydowanie odrdznia
neoracjonalizm od racjonalizmu klasycznego. Nowoscig jest poglad zwany falli-
bilizmem, ze intuicja bywa zawodna, a wigc wymagajaca weryfikacji, podczas gdy
Platon i pdzniejsi klasycy racjonalizmu uwazali jg za niezawodng i tym samym
nieodwolywalng (infallibilizm). Takiej niezawodnosci nie przypisuje intuicji ani
Turing, ani Godel, z czego si¢ bierze w ich racjonalizmie rys fallibilistyczny.

Co si¢ tyczy niezawodnosci intuicji, trzeba mie¢ na uwadze, ze jest to cecha
stopniowalna. Istnieje pewien poziom podstawowy, gdzie funkcjonuja elemen-
tarne intuicje wrodzone, ktérym przystuguje najwyzszy stopien niezawodnosci.
Sa to swego rodzaju pewniki. Natomiast gdy intuicje w toku budowania teorii
sktaniajg nas do jakich$ hipotez, to maja charakter raczej pomystéw niz pewni-
kéw i wymagaja sprawdzania.

Poglad, ze istnieje jakas wiedza wrodzona, zwany natywizmem, bywa przez
niektérych zaliczany do przezytkéow staro$wieckiego racjonalizmu. A jednak
wbudowuje si¢ on sila rzeczy w neoracjonalizm, jesli zastanowi¢ sie doktadniej,
na czym polega wiedza.

Mamy szeroko przyjete odréznienie wiedzy opisowej, wyrazanej zwrotem
»wiem, ze jest tak a tak”, od wiedzy zadaniowej wyrazanej zwrotem ,wiem,
jak wykona¢ takie a takie zadanie”. Kto si¢ zaznajomil z tworczoscig Gilberta
Ryle’a’, odczuwa jako swojskie i bezdyskusyjne operowanie zwrotami ,,knowing
that” (wiedza opisowa) i ,,knowing how” (wiedza zadaniowa).

Nie podejmujac na razie kwestii wiedzy opisowej, zgédzmy sie, ze istnieje bo-
gaty repertuar wrodzonej wiedzy zadaniowej, m.in. w postaci instynktéw. Nikt
nie uczyl matego ssaka, jak ssa¢ piers matki, a on to wie od chwili urodzenia.
Oczywiscie, ten rodzaj instynktow, najprymitywniejszy, nie doprowadzi do in-
tuicji stuzacych poznawaniu §wiata i cigglemu tej wiedzy rozszerzaniu. Sg jednak
inne, dopelniajace o nowe elementy.

Zwrdéémy uwage na to, jak powstaja u zwierzecia odruchy warunkowe. Do
ich zaistnienia konieczna jest pewna wrodzona zdolnos¢ zastugujaca na okresle-
nie: instynkt abstrakcji. Pies, ktérego uderzono kijem koloru biatego, np. z gatezi
brzozy, bedzie tez uciekal od kija innej barwy, np. brazowej. Pomija wiec (co jest

16 Zob. G. Ryle, The Concept of Mind, Barnes & Noble, New York 1949; wydanie polskie: tenze,
Czym jest umyst?, thum. W. Marciszewski, PWN, Warszawa 1970.
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istotg abstrakcji) ceche nieistotng z punktu widzenia zagrozenia bdlem, a kon-
centruje sie na istotnej, ktorg jest ksztalt i zapewne wielko$¢, poréwnywalna z ta,
ktorej doswiadczyt przy pierwszym spotkaniu z kijem w reku cztowieka.

Przeanalizujmy scenariusz bardziej wyrafinowany: abstrakcji polaczonej
z wnioskowaniem wedlug logicznej reguly odrywania. Bedzie to historia kota,
ktéry nauczyt sie otwiera¢ drzwi zamkniete na klamke, poswiadczona przez wia-
rogodnych obserwatoréw.

Nim opanowat te sztuke, kot przygladat si¢ ludziom, ktérzy otwierali drzwi
nacis$nieciem klamki od géry i pociagnieciem drzwi do siebie. Przy jego niklej
posturze bylo to nie do nasladowania, ale osiagnat skutek na swdj sposéb. Musiat
skupi¢ uwage na fakcie pochylania si¢ klamki w dot i abstrahowac od tego, czy
dzieje si¢ to w wyniku nacisku od gory czy pociagniecia od dotu. To drugie bylo
w jego mocy poprzez skok i zawieszenie si¢ przednimi fapami na klamce, pod-
czas gdy tylne postuzyly do odepchnigcia si¢ od ramy drzwi, ktére uchylaly sie
wtedy na tyle, Zeby kot mégt wymknac¢ si¢ na dwor.

Abstrakeji wymagata tez operacja odciggniecia drzwi od ramy. Trzeba byto
poming¢ réznice migdzy ruchem dostepnym dla czlowieka i ruchem dostepnym
dla kota i wyabstrahowa¢ wspoélny jednemu i drugiemu skutek. Ponadto moézg
kota musial dostrzec zaleznos¢ miedzy przyczyna (akcja ludzka lub kocia) a skut-
kiem, co my ludzie opisujemy zdaniem warunkowym. Uznajac je za prawdziwe,
kot musial stworzy¢ fakt bedacy warunkiem wystarczajacym skutku, co jest jak
akt uznania za prawde poprzednika. Mial wiec miejsce proces przypominajacy
wnioskowanie wedlug logicznej reguly odrywania.

Takie wnioskowania przeprowadza zwierz¢ na kazdym kroku, gdy rozpo-
znawszy zalezno$¢ miedzy przyczyng i skutkiem stara sie stworzy¢ fakt zdolny
by¢ przyczyna. Zajac, gdy wie, Ze aby nie zosta¢ pozartym, musi szybko uciekac,
podejmuje ucieczke. Realizuje wigc nastepnik zdania warunkowego, ktére mowi,
jak ocalenie zalezy od szybkiej ucieczki.

Nietrudno tez odczytac z zachowan zwierzecia, kiedy postepuje wedlug regu-
ty transpozycji, kiedy wedlug reguly opuszczania alternatywy itp. Dlaczego nie
mialoby tak by¢, jesli sie zgodzimy, ze mézg kota czy psa ma takie same bramki
boole’owskie, jakie maja mdzgi ludzi i komputery?
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Przeksztalcenia wiedzy zadaniowej w opisowq i dziedziczenie
intuicji tej pierwszej przez druga

Czy warto poswiecac tak wiele uwagi na domniemywanie si¢ logiki w zachowa-
niach zwierzat? Warto, rzuca to bowiem $wiatlo na kontrowersje, w ktdrej ra-
cjonalizm przypisuje pewnym elementom wiedzy wrodzonos¢ (teza natywizmu)
oraz aprioryczno$¢, podczas gdy radykalny empiryzm jednemu i drugiemu za-
przecza.

Wréémy do odroznienia wiedzy zadaniowej i opisowej. Omawiane wyzej
przypadki zachowan zwierzecych reprezentuja wiedze zadaniows. Z takiej same;j
korzysta nieustannie cztowiek w bardzo réznorodnych sytuacjach. Oto zbieg ma-
jacy pogon za soba dobiega do rozwidlenia drog i zauwaza, ze na drodze po lewej
tez pojawila sie juz pogon, a nie ma jej po prawej, skreca wiec w prawo. Postepuje
zatem wedtug reguly opuszczania alternatywy: mam do wyboru lewo lub prawo,
droga na lewo skutkowataby pojmaniem, wiec poniewaz nie chce by¢ schwytany,
wybieram kierunek na prawo. Mamy tu rozumowanie, ktérego szkieletem lo-
gicznym jest nastgpujaca regula:

Reg-A:  pVgq,p—>r-r, azatemgq

Uznad, ze kto$ postepuje wedlug tej reguly, to znaczy przypisa¢ mu dyspono-
wanie pewnym elementem wiedzy zadaniowej. Musi to by¢ wiedza wrodzona,
gdy jej nabycie nie wymaga instruktazu czy tresury ani wczesniejszych samo-
dzielnych obserwacji. Ktokolwiek by zaprzeczal takiej wrodzonosci, musialby
umie¢ opisa¢ przebieg prowadzacego do niej instruktazu lub tre§¢ domniema-
nych obserwacji.

Widac¢ na tym i podobnych przykladach, jak sie przeksztalca pewien element
wiedzy zadaniowej (tutaj A) w przyporzadkowany mu jednoznacznie element
z pewnego obszaru wiedzy opisowej. Od strony gramatycznej bedzie to prze-
ksztalcenie warunkowego zdania rozkazujacego w zdanie warunkowe oznajmu-
jace. Rozwazmy rozkazujace bedace w swej tresci jakas wskazéwka czy dobra
rada.

A. Jedli masz za sobg pogon od tylu i na lewym odgalezieniu trasy ucieczki,
a nie ma jej w prawym odgalezieniu, to wybierz jako zadanie ucieczke w pra-

WO.
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Trafno$¢ takiej wskazowki z zakresu wiedzy zadaniowej bierze sie z prawdzi-
wosci sadu oznajmujacego, a wigc nalezacego do wiedzy opisowej. Bytby to sad
nastepujacy.

A*. Jesli uciekinier ma pogon za sobg, a trasa ucieczki w pewnym punkcie
rozgalezia si¢ na lewo i prawo i na lewym pojawia si¢ tez pogon, to szanse na
udanie si¢ ucieczki daje tylko skret w prawo.

Wyrazenie A* jest zdaniem warunkowym o pewnej probabilistycznej zalez-
nosci zdarzen, nalezy zatem niewatpliwie do wiedzy opisowej. Schematem wiec
tego zdania nie bedzie logiczna reguta wnioskowania, lecz prawo logiki:

Prawo-A*: (pVg@ A(p—> 1N A1) —>q

Takie transformacje regut w prawa i praw w reguly sg dla logika chlebem po-
wszednim. Nie bedzie wiec traktowal wiedzy zadaniowej i wiedzy opisowej jako
nie mogacych przenikac si¢ wzajem obszardw.

Jesli przyjac, ze pewne elementy wiedzy zadaniowej, jak te z powyzszego przy-
kladu, w trywialny sposdb daja sie przeksztalca¢ w odpowiednie elementy wie-
dzy opisowej, to czy mamy powdd, zeby odmawiaé statusu apriorycznosci tym
drugim? Osobiscie nie widze takiego powodu. Moja empatia dla $ciganego przez
psy zajaca, czyli wczucie si¢ w jego proces myslenia, sklania do pogladu, ze dys-
ponuje on wiedzg opisowa w postaci Prawa-A* (czemu by nie, jesli ma w mézgu
bramki logiczne?). Ale taka ,empatia” nie jest argumentem w dyskusji naukowe;j.
Moze by¢ co najwyzej zagajeniem dyskusji, i z tg intencjg zglaszam pod dyskusje
mojg hipoteze co do niektdrych elementéw wiedzy apriorycznej ludzi i zwierzat.

O tym, jak intuicja wspomaga procedury algorytmiczne
i jak dzieje si¢ to z wzajemnoscia

Wnikajac w biologiczne podstawy poznania intuicyjnego, odeszlismy od po-
stawionego na wstepie problemu uprawomocnienia intuicji intelektualnej,
w szczegdlnosci matematycznej. Przypomnijmy, ze od Platona po wiek XVII
legitymizowalo ja przekonanie o kontakcie umystu z jakim$ czynnikiem poza-
-przyrodniczym, ktéremu zawdzi¢czalby umyst wiedze o przedmiotach ideal-
nych, czyli abstrakcyjnych, jak powszechniki czy abstrakty matematyczne.
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Racjonalizm nowoczesny nie podtrzymuje owej legitymizacji. Jednoczesnie
ma do czynienia z rewolucja naukowa w logice i matematyce, ktora z jednej stro-
ny ujawnia, nie przewidywane wczesniej, ograniczenia mozliwosci poznawczych,
gdy idzie o rozwigzywanie problemdéw algorytmiczne, a z drugiej — wskazuje
sposoby minimalizowania tych ograniczen dzieki interwencji aktow intuicji.

Otwiera to nowg problematyke. Jak myslenie intuicyjne w nowym rozumie-
niu, podbudowanym przez rozwazania przyrodnicze, ma si¢ do rozwigzywania
problemdéw w postepowaniu algorytmicznym?

Wyprawa w $wiat zwierzat i odnalezienie w nim zdolnosci myslenia logicz-
nego, ktére funkcjonuje na poziomie instynktéw lub odruchéw warunkowych,
prowadzi do zauwazenia pewnej kategorii wrodzonych sadéw a priori. Nalezac
do poziomu wiedzy zadaniowej, moga one niekiedy przeksztalcac sie w sady z za-
kresu wiedzy opisowej. Przez to te drugie réwniez si¢ lokuja w sferze wiedzy
apriorycznej i wrodzone;j.

Intuicja w perspektywie neoracjonalizmu jest stopniowalna co do jasnosci
i pewnosci. Najblizsze tym cechom sg intuicje pierwotne, ktérych cze¢$¢ powstaje
z przeksztalcenia wiedzy zadaniowej w opisowa. Intuicje z tego poziomu, ktd-
ry jest najnizej w sensie znajdowania si¢ w punkcie wyjscia, stuzg jako $rodki
kontrolowania intuicji z bardziej zaawansowanych pozioméw wiedzy. Im dalej
bowiem od punktu wyjscia, tym wieksze jest ryzyko pojawienia si¢ niejasnosci
pojec czy pomylek w rozumowaniu.

Stosunkowo jasne i pewne s3 np. prawa wnioskowania w rachunku zdan czy
aksjomaty arytmetyki Peana, ale nie da si¢ tego powiedziec¢ o caloksztalcie teorii
mnogosci, gdzie kontrowersje wokot pewnika wyboru czy hipotezy continuum
$wiadczg o niedomaganiach naszych intuicji.

Przekonujacym przykladem dochodzenia do wigkszej jasnosci i pewnosci
przez oparcie si¢ na teoriach, ktdre cieszg si¢ tymi atrybutami w stosunkowo du-
zym stopniu, moze by¢ arytmetyzacja analizy matematycznej, dokonujaca si¢ na
przestrzeni XIX wieku. Niejasne zrazu i kontrowersyjne pojecia z bedacej dzietem
Leibniza fazy poczatkowej klarowaly sie w miare ich formulowania w terminach
arytmetyki (prace Weierstrassa) i zapisywania ich z pomoca kwantyfikatorow".

Gdy tak si¢ rzeczy majg, to w budowaniu gmachu nauki wazne jest znalezie-
nie intuicji najbardziej podstawowych — pewnych, jasnych i wyraznych, w mysl

17

A. Grzegorczyk, Zarys logiki matematycznej, PWN, Warszawa 1969, s. 483.
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idealu nakreslonego przez Kartezjusza. To one majg by¢ mocnym fundamentem
gmachu.

Zastanawial si¢ nad tym Godel w rozmowach z Hao Wangiem i wymienit
przyktadowo dwie kandydatury: logiczng regule odrywania (modus ponens)
i arytmetyczng zasade indukcji. P6jdZzmy za pierwsza z tych sugestii, drugg zo-
stawiajac do dyskusji matematykom, w ktorych pracy jest indukcja chlebem po-
wszednim.

Co sig¢ tyczy reguly odrywania, stosowac ja umieja odruchowo nie tylko male
dzieci, lecz takze zwierzeta, jak kot z poprzedniej sekcji. A oto inny przypadek:
psa, ktory indukcyjnie doszedt do ogdlnego zdania warunkowego (implikacji),
ze zawsze, gdy siegam po smycz, to nastepuje wyjscie na spacer. Gdy to widzi,
nie posiada si¢ z radosci, co $wiadczy, ze na podstawie asercji implikacji oraz
poprzednika dochodzi do asercji nastepnika. Taki przypadek wiedzy zadaniowe;j
podpada pod schemat odrywania, z uszczegétowieniem do konkretnej sytuaciji,
co oddamy wprowadzajac w miejsce zmiennej x stalg indywiduowa, np. a.

QOdr-konkr: (Vx (P(x) = Q(x)) A P(a)) — Q(a).

Skad wiemy, ze formuta Odr-konkr jest prawdziwa? Nie informuje o tym za-
den ze zmystow, nie wyprowadzamy jej tez z jakiej$ aksjomatyki. Pozostaje si¢
zgodzié, ze poznajemy te zalezno$¢ intuicyjnie jako wrodzong prawde a priori;
potwierdzajg to zachowania opisanych wyzej kota i psa.

Jaki ma z tego pozytek postepowanie algorytmiczne? Wezmy jako przyktad
logiczne algorytmy dowodzenia twierdzen. Postuguja si¢ one regula odrywania
jako podstawowym srodkiem dowodowym (nie dotyczy to algorytméw w post-
-gentzenowskich systemach bez reguly cigcia, jak tabele semantyczne Betha'
itp.). Nie mialoby si¢ ich do dyspozycji, gdyby Frege nie sprecyzowat formalnie
w swym Begriffsschrift pojecia implikacji, na ktérym sie¢ wspiera reguta odrywa-
nia®.

Tak intuicja prowadzi do algorytméw. Z drugiej strony, algorytmy s3 nie-
zbedne do wspomagania intuicji. Banalnym przykladem jest fakt, ze w intui-
cyjnie prowadzonym dowodzie arytmetycznym trzeba co§ mnozy¢, potegowac,
pierwiastkowac itd., do czego stuzg algorytmy takich dzialan.

18 Por. E.W. Beth, Aspects of Modern Logic, Reidel, Dordrecht 1970.
1 G. Frege, Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens,
Halle a. S. 1879.
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Pewnik abstrakcji - koronny przyklad intuicji w wiedzy
zadaniowej i wiedzy opisowej

Jako drugg wazng kandydature na reprezentanta intuicji wrodzonych prawd
apriorycznych zglaszam teoriomnogo$ciowy pewnik abstrakcji (pewnik kom-
prehensji), w skrocie PA, w jego pierwotnej ,,naiwnej” formie; ta wystarczy do
naszych celéw (posta¢ wyrafinowana to aksjomat wyrdzniania z ZF, broniacy
przed antynomiami, ktdre jednak nie groza w obecnym temacie).

PA: 3zVx (x € z > ¢(x))

Aby zanalizowa¢ 6w charakter aprioryczny PA i jego doniostos¢ poznawcza,
skorzystajmy ze zwiezlej charakterystyki natywizmu podanej w ksigzce Rebera.

In its contemporary form nativism has come to represent those orientations
that stress the genetic, inherited influences on behavior and thought over the
acquired, experiential influences. The most vigorously defended contempo-
rary form of nativism is, of course, that articulated by Noam Chomsky?.

Chomsky twierdzi, ze nabywanie jezyka nie jest mozliwe bez wrodzonej
w tym kierunku zdolnosci, ktérg nazywa language competence. Kluczcowym
elementem kompetencji jezykowej jest rozpoznawanie struktur sktadniowych,
w szczegolnosci zdaniowych.

Do tej tezy Chomsky’ego trzeba dolaczy¢ druga, ze nie mniej kluczowe jest
postugiwanie sie pewnikiem abstrakcji od najwczesniejszej fazy przyswajania so-
bie przez dziecko pierwszego jezyka, ktéry nazywamy ,,0jczystym”. Innych moz-
na si¢ uczy¢ za pomoca stownika podajacego przeklady ze znanego juz jezyka na
nieznany, ale nie jest to mozliwe, gdy nie zna si¢ jeszcze zadnego jezyka.

Pewnik abstrakeji jako cze$¢ kompetencji jezykowej nie musi, oczywiscie,
a we wczesnym stadium nie moze, naleze¢ do wiedzy opisowej, jak ta wyrazona
formulg PA. Jest to wiedza nieswiadoma (tacit knowledge), ale realnie dzialajaca
na rzecz zadania, jakim jest przyswajanie sobie predykatéw, czyli wyrazen obej-
mujacych jaka$ klas¢; nazywamy jg zakresem danego wyrazenia - rzeczownika,
przymiotnika, czasownika itd.

2 A.S. Reber, Implicit Learning and Tacit Knowledge: An Essay on the Cognitive Unconscious, Ox-
ford University Press, Oxford 1996, s. 147.
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Dziecko, po raz pierwszy widzgc rower, koloru np. niebieskiego, na pytanie
»C0 to?” dostaje odpowiedz ,rower”. Gdy zobaczy inny egzemplarz roweru, umie
go rozpoznac pod ta nazwa, takze gdy jest innego koloru, innej wielkosci itd. Jest
to klasyczny akt abstrahowania od pewnych jakosci, ktorych sie dziecko domy-
§la jako nieistotnych dla bycia rowerem. Gdy maly czlowiek doro$nie, a los tak
nim pokieruje, ze bedzie studiowal teori¢ mnogosci, to bez trudu podlozy pod
formule PA wspomnienie uczenia si¢ nazwy ,,rower’: istnieje taki zbior, ze nalezy
don kazdy przedmiot majacy takie cechy, jak widziany kiedy$ po raz pierwszy
egzemplarz roweru (w PA reprezentuje je zmienna ,,¢”).

W takich procedurach nauki jezyka, zwanych ostensywnymi, jawi si¢ wyraz-
nie natura wladzy poznawczej zwanej intuicja. Kazdy z nas ma intuicyjng znajo-
mos¢ pewnika abstrakcji, a jest to znajomo$¢ wrodzona i wyprzedzajaca wiedze
pochodzacg od zmystow. Ta wiedza aprioryczna moze wystepowac jako nieswia-
doma, bez artykulacji stownej, lub artykutowana w jezyku, jak formuta PA.

Na koniec podniesmy fakt fundamentalny dla charakterystyki intuicji mate-
matycznej. Mianowicie ten, ze wéréd wyrazen, ktérych nie da sie¢ wprowadzi¢ do
jezyka inaczej niz ostensywnie, znajduja si¢ liczebniki dotyczace matych liczb.
Takich, ktérych znajomoscia dzieci si¢ chwalg, méwiac ,umiem liczy¢ juz do pie-
ciu”, ,,a ja do dziesieciu”. Da si¢ w tym pierwotnym poznawaniu liczebnikow is¢
na tyle daleko, na ile da si¢ ogarnac - co do liczby elementéw — pole widzenia.

Tak zdobywamy najbardziej pierwotna, sprzezong ze zmystami intuicje liczb
naturalnych. Bedziemy si¢ wspina¢ na wyzszy poziom abstrakeji, gdy nauczymy
sie, réwniez ostensywnie, stosunku nastepstwa liczb, a potem przez iterowanie
nastepnika i kolejne akty abstrakeji bedziemy dociera¢ do liczb dowolnie wiel-
kich. Przykladem takiej przygody moze by¢ wspinaczka po nieskonczonej drabi-
nie Russella teorii typow.

Ta fascynujaca opowies¢ o postepach mysli ku nieskonczonos$ci powinna sie
znalez¢ w obecnym opracowaniu jako wtajemniczenie w najwyzsze osiagniecia
intuicji matematycznej. Przekroczyloby to jednak dopuszczalne dla obecnej pub-
likacji ramy edytorskie. A co wazniejsze, lojalno$¢ wobec Czytelnika wymaga,
zeby raczej zaleci¢ najwyborniejsze w tym wzgledzie opracowania specjalistow
anizeli proponowac jaka$ wtorng wobec ich dziet popularyzacje.

Jako gtebokie i aktualne studium warto mie¢ na uwadze tekst Solomona Fe-
fermana Turing’s Oracle: From Absolute to Relative Computability and Back™.

2t S. Feferman, Turing’s Oracle: From Absolute to Relative computability and Back, w: The Once and
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Studium to wyjawia sekret, jak intuicja matematyczna, metaforycznie zwana
przez Turinga ,wyrocznig” (oracle), zdolna jest przezwycigzaé ograniczenia pro-
cedur algorytmicznych odkryte przez Godla i przez samego Turinga, a zarazem
uzyskiwa¢ nowe, coraz efektywniejsze algorytmy, zeby wspomagatly kolejne kro-
ki intuicji.

Nie s3 to bowiem ograniczenia absolutne. Sg relatywne wzgledem okreslone-
go systemu poje¢ wyrazanych w stosownej aksjomatyce. A po coraz mocniejsze
aksjomaty jest w stanie siega¢ geniusz matematyczny. Swiadczy o tym historia
matematyki. Nie mniej w tym wzgledzie przekonujaca jest refleksja Godla, Tu-
ringa czy Churcha. Zwlaszcza gdy jest rozwijana tak po mistrzowsku, jak czyni
to Feferman w cytowanym wyzej studium. Sekunduja temu inni autorzy, ktorzy
opublikowali swoje prace w tym samym tomie zbiorowym co Feferman, a ktory
nosi wiele méwiacy tytul: The Once and Future Turing: Computing the World.

I tak, dzigki wizjom Godla, Turinga i rzeszy innych logikéw istnieje szansa,
aby nasze intuicje intelektualne byly wyrazane coraz precyzyjniej i przyblizaly
sie sie do postaci algorytmicznej. A im dokladniej, az po granice algorytmu, wy-
razamy mysli, tym wigkszy jest ich potencjal owocowania nowymi intuicjami,
ktére beda prowadzi¢ do nowych algorytmow, i tak na przemian, w tym twor-
czym cyklu, w jakim si¢ dokonuje postep wiedzy.

Post scriptum

Powyzszy tekst zostal poddany krytycznej dyskusji przez Recenzentéw, ktérzy
procz propozycji natury technicznej zglosili pewne uwagi polemiczne. Nadestane
przez nich teksty obejmuj¢ tu nazwa ,,recenzja” w liczbie pojedynczej.

Tworzac nowa wersje, odniostem sie w szczegolnosci do dwdch uwag. Jedna
z nich dotyczy relacji miedzy matematyka subiektywng i obiektywna w rozumie-
niu Gédla. Dla jej wyeksponowania umie$citem odpowiedni tekst w ramce. Spot-
kal sie on z dos¢ szeroko rozpisanym zastrzezeniem Recenzenta. Uznalem, ze
optymalng strategiag dyskusyjna bedzie: miast broni¢ trafnosci mojej parafrazy,
zastgpic¢ ja tekstem blizszym dostownemu sformulowaniu samego Godla, oraz
odesta¢ Dyskutanta do Parsonsa (zob. powyzej wyrozniony cytat), autora beda-

Future Turing: Computing the World, eds. B. Cooper, A. Hodges, Cambridge University Press,
Cambridge 2016.
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cego wybitnym znawcg mysli Godla, ktory opatruje stowa Godla bardzo instruk-
tywnym komentarzem. Ta modyfikacja pociagneta do$¢ znaczne uzupetnienia
i zmiany w tekscie nast¢epujacym po tym cytacie.

Druga uwaga krytyczna to kwestionowanie mojej tezy, ze zdolnos¢ rozu-
mowania przystuguje takze zwierzetom. Oponent ma zapewne na mysli to, Ze
zwierzeta nie ukladaja wyrazanych stowami sylogizméw. To oczywiste, Ze nie.
Dlaczego jednak werbalizacje mialoby sie¢ uwaza¢ za co§ w rozumowaniu ko-
niecznego? Najbardziej efektywne sa rozumowania bezstowne, w ktérych nie tra-
ci sie czasu i energii na poszukiwanie slow, lecz operuje sie bezposrednio np. na
obrazach, najczesciej wzrokowych, a znaczna czgs¢ tej pracy dokonuje si¢ w pod-
$wiadomosci.

Gdy Napoleon pod piramidami skutecznie poderwal do walki Zolnierzy
okrzykiem ,,czterdziesci wiekéw patrzy na was”, to nie miat czasu ani potrzeby
zajmowac uwagi przestankami dla konkluzji: ,,takimi stowami da si¢ poderwa¢
wojsko do walki”. Nie dosztoby do tak skutecznego aktu, gdyby Napoleon nie
mial odpowiednich przestanek w swojej mézgowej ,,bazie danych”. Musial w tym
celu wiedzie¢, jaka wiedza historyczng musza dysponowac francuscy zolnierze,
zeby zrozumie¢ intencj¢ wodza. Trzeba tez bylo, zeby zdawal sobie sprawe, jak na
takie stowa zareaguje zolnierskie poczucie honoru. Musial si¢ tym przestankami
kierowa¢, bo bez tego nie osiagnatby zamierzonego efektu. Ale wcale nie musiat
ich mie¢ w polu $wiadomosci.

Tak jest na kazdym kroku. Na przyklad z okrzykiem Wilhelma Zdobywcy,
ktéry zdecydowal o zwycigstwie pod Hastings. Albo z inteligentng szybka ripo-
sta, ktora rozktada na fopatki oponenta. W takich przypadkach o blyskawiczno-
$ci riposty decyduje ekonomicznos¢ bioraca si¢ z bez-stownosci i bez-§wiadomo-
$ci (co do przestanek rozumowania i co do jego formy logicznej).

Warto tez w tej kwestii mie¢ na uwadze fakt, ze zdazyl sie juz utrwali¢ termin
automated reasoning, jako nazwa procesu wykonywanego przez automat. Sko-
ro tak, to nawet przy pojmowaniu zwierzat tak deprecjonujacym ich nature jak
u Kartezjusza (zalicza je on do automatéw) da si¢ o nich z sensem powiedzie¢, ze
rozumuja, i czynig to z reguly poprawnie od strony formalne;j.

Poswiecam tak wiele uwagi rozumowaniu zwierzat, poniewaz wiele takich
rozumowan zdaje si¢ mozliwymi do opisu i wyjasnienia w kategoriach zachowan
instynktownych. Odruchy warunkowe to rodzaj uogdlnien. Te za§ w przypadku
generalizacji czynionych w nauce opieraja si¢ na pewniku abstrakcji (kompre-
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hensji). Nie podejrzewamy psa o to, ze studiowal Cantora czy Fregego, ale do
rozpatrzenia jest hipoteza, ze biologiczne korzenie tej idei teoriomnogo$ciowe;j
tkwig w jakich$ danych instynktownych z kategorii wiedzy zadaniowe;j.

Co si¢ tyczy urzadzen elektronicznych, jak np. smartfon, to ich inteligentne
zachowanie ttumaczy sie tym, ze z woli konstruktora dziataja wedlug praw lo-
giki. Czemu zatem nie przypisa¢ im zdolnosci logicznego rozumowania? Mozna
i tak, jesli zechcemy tak dalece rozszerzy¢ definicje rozumowania.

Stracimy wtedy jednak z pola widzenia wazna réznice, od ktorej abstraho-
wac nie nalezy, jesli chcemy mie¢ praktyczng, pomocng w naszych dzialaniach
klasyfikacje zbioru urzadzen dzialajacych wedle praw logiki. Zasadnicza réznica
miedzy smartfonem i psem jest taka, ze ten pierwszy jest narzedziem cztowieka
niemajacym wiasnej podmiotowosci (jesli ktos powie, ze psa tez uzywa sig¢ jako
narzedzia, to zastapmy go wilkiem). Pies natomiast ma podmiotowos$¢, bo ma
swe wlasne interesy, a chcac go podporzadkowa¢ naszym, trzeba go umiejetnie
umotywowac. Nie ma sensu spor o stowa. Jesli dla klasy zachowan sterowanych
prawami logiki kto$ zdefiniuje osobne nazwy na jej podzbiory, jakimi sg ludzie,
zwierzeta i roboty, nie bedzie to powod do jakiejkolwiek kontrowersji.

Bibliografia

Barto$ T., Hypermodernizm, czyli co zrobi¢, by tworzenie nowych pojec nie posze-
rzato naszej wiedzy, ,Edukacja Filozoficzna” 2018, nr 66, s. 185-201.

Beth EW., Aspects of Modern Logic, Reidel, Dordrecht 1970.

Boolos G., Logic, Logic, and Logic, Harvard University Press, Cambridge, MA
1999.

Copeland B.J., Shagrir O., Turing versus Godel on Computablity and the Mind, w:
Computability: Turing, Godel, Church, and Beyond, ed. by B.J. Copeland, C.J.
Posy, O. Shagrir, MIT Press, Cambridge, MA 2013.

Feferman, S., Are There Absolutely Unsolvable Problems? Godel’s Dichotomy,
»Philosophia Mathematica Advance Access” 2006, Vol. 14, Issue 2, s. 134-152.

Feferman S., From Absolute to Relative computability and Back, w: The Once and
Future Turing: Computing the World, eds. B. Cooper, A. Hodges, Cambridge
University Press, Cambridge 2016.

191



Witold Marciszewski

Frege G., Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des
reinen Denkens, Halle a. S. 1879.

Godel K., Uber formal unentscheidbare Siitze der Principia mathematica und ver-
wandter Systeme I, ,Monatshefte fiir Mathematik und Physik” 1931, no. 38,
s. 173-198.

Godel, K., Some basic theorems on the foundations of mathematics and their im-
plications — odczyt cytowany jako ,,Gibbs Lecture”, wygloszony w 1951, opub-
likowany w Collected Works, Vol. III: Unpublished Essays and Lectures, ed.
S. Feferman et al., Oxford University Press, Oxford 1995.

Grzegorczyk A., Zarys logiki matematycznej, PWN, Warszawa 1969.

Gurevich Y., Platonism, Constructivism, and Computer Proofs vs. Proofs by Hand,
w: Current Trends in Theoretical Computer Science. Entering the 21st Centu-
ry, eds. M. Nielsen, G. Paun, G. Rozenberg, A. Salomaa, World Scientific,
Washington, D.C. 2001.

Krajewski S., Czy matematyka jest naukg humanistyczng?, Copernicus Center
Press, Krakéw 2011.

Marciszewski W., Logic from a Rhetorical Point of View, de Gruyter, Berlin 1994.

Marciszewski W., Murawski R., Mechanization of Reasoning in a Historical Per-
spective, Rodopi, Amsterdam 1995.

Marciszewski W., Does Science Progress towards Ever Higher Solvability through
Feedbacks between Insights and Routines?, ,Studia Semiotyczne” 2018, t.
XXXIIL nr 2, s. 153-185.

Marciszewski W., The progress of science from a computational point of view: the
drive towards ever higher solvability, ,,Foundations of Computing and Deci-
sion Sciences” 2019, Vol. 44, Issue 1, s. 11-26.

Markov A.A., The Theory of Algorithms, Acad. Sci. USSR, Moscow 1954.

Parsons Ch., Philosophy of Mathematics in the Twentieth Century: Selected Essays,
Harvard University Press, Cambridge, MA - London, England 2014.

Pogonowski J., Kilka uwag o intuicji matematycznej, ,Filozofia Nauki” 2012,
nr 2(78), s. 107-114.

Progress in Artificial Intelligence: 13th Portuguese Conference on Artificial Intel-
ligence, ed. by ].M. Neves, M.F. Santos, ]. M. Machado, Springer, Berlin 2007.

Reber A.S., Implicit Learning and Tacit Knowledge: An Essay on the Cognitive
Unconscious, Oxford University Press, Oxford 1996.

192



Intuicja matematyczna w ujeciu nowoczesnego racjonalizmu

Rodych V., Are Platonism and Pragmatism Compatible?, w: Mistakes of Reason:
Essays in Honour of John Woods, ed. ].H. Woods, University of Toronto Press,
Toronto 2005.

Ryle G., The Concept of Mind, Barnes & Noble, New York 1949. Tlum. tenze,
Czym jest umyst?, ttum. W. Marciszewski, PWN, Warszawa 1970.

Tieszen R., Godel and Quine on Meaning and Mathematics, w: Between Logic and
Intuition. Essays in Honor of Charles Parsons, eds. G. Sherman, R. Tieszen,
Cambridge University Press, Cambridge 2000.

Turing A., On Computable Numbers, with an Application to the Entschei-
dungsproblem, ,,Proceedings of the London Mathematical Society” 1937, Vol.
s2-42, Issue 1, s. 230-265.

Turing A., Systems of Logic Based on Ordinals, ,Proceedings of the London Mat-
hematical Society” 1939, Vol. 45, s. 161-228.

Webb J.C., Mechanism, Mentalism, and Metamathematics. An Essay in Finitism,
Reidel, Dordrecht 1980.

Winograd T., Frame representations and the declarative-procedural controversy,
w: Representation and Understanding, eds. D. Bobrow, A. Collins, Academic
Press, New York 1975.

Wojtowicz K., Platonizm matematyczny. Studium filozofii matematyki Kurta
Godla, OBI, Biblos, Krakéw, Tarnow 2002.

Streszczenie

Nowoczesny racjonalizm, w skrdcie: neoracjonalizm, jest pradem, w ktérym
mieszczg si¢ m.in. Frege, Russell, Church, Bernays, Godel (najwyrazisciej), Qu-
ine, Putnam, Kreisel, Chaitin. Przypisuje on istnienie abstraktom, a umystowi
zdolnos¢ ich poznawania w sposéb intuicyjny. W przypadku obiektéw mate-
matycznych, jak uzyskiwane w wyniku abstrakcji zbiory, liczby, algorytmy etc.,
moéwimy o intuicji matematycznej; na niej koncentruje sie artykul. Nazwa ,,no-
woczesny” uwydatnia réznice w stosunku do racjonalizmu klasycznego z XVII
w. Polega to na poniechaniu tezy o doskonalej wiarogodnosci intuicji matema-
tycznej. Neoracjonalizm opowiada si¢ w kwestii intuicji za fallibilizmem oraz
stopniowaniem wiarogodnosci: tym wyzszy jej stopien, im mocniej jest ugrunto-
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wana we wrodzonym wyposazeniu biologicznym (co oznacza natywizm w stylu
Chomsky’ego) i w doswiadczeniu zmystowym. Ze wzgledu na fallibilizm, pewne
zblizenie do empiryzmu i odniesienie do biologii, mylace jest nazywanie tego
pradu ,,platonizmem”, stad propozycja nazwy ,,neoracjonalizm”.

Stowa kluczowe: abstrakcja, algorytm, doswiadczenie, fallibilizm, intuicja, ma-
tematyka, neoracjonalizm, platonizm

Summary

Mathematical intuition as approached by modern rationalism

Modern rationalism, abbr. neorationalism, is a philosophical orientation to in-
clude Frege, Russell, Church, Bernays, Godel (most distinctly), Quine, Putnam,
Kreisel, Chaitin, etc. It claims the existence of abstract entities as classes, num-
bers, algorithms etc., and mind’s ability to intuitively learn about them. When
meaning mathematical entities, we speak of mathematical intuition, being in fo-
cus of this paper. The adjective “modern” highlights the difference in relation to
the classical rationalism of the 17-th century. The modern one denies the math-
ematical intuition to possess a perfect reliability, and sees it as a gradable faculty
which does not enjoy an assured infallibility. The degree of reliability depends on
how close is intuition to an inborn biological equipment (what means nativism in
Chomsky’s style), and to sensory experiences. What is called neorationalism in
this paper happens to be called mathematical platonism by other authors. How-
ever, on account of fallibilism, a certain tilt toward empiricism, and a significant
reference to biology, “Platonism” (as lacking these traits) proves to be less fitting
term than is “neorationalism”.

Key words: abstraction, algorithm, experience, fallibilism, intuition, mathemat-
ics, neorationalism, Platonism
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